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Позначення і домовленості

Одиниці виміру

Ми працюватимемо в природних одиницях, у яких ~ = 𝑐 = 1. В ціи̮ системі

[довжина] = [час] = [енерґія]ିଵ = [маса]ିଵ.
Тому маса (𝑚) частки дорівнює ı̈ı̈ енерґіı̈ спокою (𝑚𝑐ଶ), а також ı̈ı̈ зворотніи̮
комптоновіи̮ довжині (𝑚𝑐/~). Наприклад,

𝑚електрон = 9.109 × 10ିଶ଼ г = 0.511МеВ = (3.862 × 10ିଵଵ см)ିଵ.

Вибір інших корисних чисел і перевідних множників наведено в Додатку.

Релятивізм і тензори

Наші домовленості з релятивізму відповідають Джексону [32], Би̮оркену і
Дреллу [9, 10], а також маи̮же всім останнім роботам з теоріı̈ поля. Ми ви-
користовуємо метричнии̮ тензор

𝑔ஜ஝ = 𝑔ஜ஝ = ⎛

⎝

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞

⎠

,

де грецькі індексипробігають значення0,1,2,3 або 𝑡, 𝑥,𝑦, 𝑧. Латинські інде-
кси— 𝑖, 𝑗 і т. д. — позначають лише три просторові компоненти. В усіх ви-
падках береться сума за двічі повтореними індексами. 4-вектори, як і зви-
чаи̮ні числа, позначаються світлим курсивом; 3-вектори позначаються на-
півжирним шрифтом. Наприклад,

𝑥ஜ = (𝑥଴, 𝐱), 𝑥ஜ = 𝑔ஜ஝𝑥஝ = (𝑥଴, −𝐱);
𝑝 ⋅ 𝑥 = 𝑔ஜ஝𝑝ஜ𝑥஝ = 𝑝଴𝑥଴ − 𝐩 ⋅ 𝐱.

Для часток з масою маємо

𝑝ଶ = 𝑝ஜ𝑝ஜ = 𝐸ଶ − |𝐩|ଶ = 𝑚ଶ.



6 Позначення і домовленості

Зазначимо, що вектор координати 𝑥ஜ є „природно піднятим“, тоді як опера-
тор похідноı̈

∂ஜ =
∂

∂𝑥ஜ = ቆ ∂

∂𝑥଴ , ∇ቇ

„природно опущении̮“.
Ми визначаємо абсолютно антисиметричнии̮ тензор εஜ஝஢஡ таким чином,

щоб
ε଴ଵଶଷ = +1.

При цьому ви мусите бути уважними, оскільки з такого визначення випли-
ває, що ε଴ଵଶଷ = −1 і εଵଶଷ଴ = −1. (Це узгоджено з позначеннями Джексона,
але не Би̮оркена і Дрелла.)

Квантова механіка

Ми працюватимемо з одночастковими хвильовими функціями Шродинґе-
ра для квантовомеханічних часток. Представимо оператори енерґіı̈ та ім-
пульсу для цих хвильових функціи̮ у такому вигляді:

𝐸 = 𝑖 ∂

∂𝑥଴ , 𝐩 = −𝑖∇.

Ці рівняння можна об’єднати наступним чином:

𝑝ஜ = 𝑖∂ஜ;

у ∂ஜ індекс піднятии̮ для зручності, щоб усунути знак мінус. Плоска хвиля
𝑒ି௜௞⋅௫ відповідає імпульсові 𝑘ஜ, оскільки

𝑖∂ஜ൫𝑒ି௜௞⋅௫൯ = 𝑘ஜ𝑒ି௜௞⋅௫.

Скорочення „е. с.“ позначає ермітове спряження. При розгляді спіну в кван-
товіи̮ механіці використовують сиґма-матриці Паулі:

σଵ = ቆ0 1
1 0ቇ , σଶ = ቆ0 −𝑖

𝑖 0 ቇ , σଷ = ቆ1 0
0 −1ቇ .

Добуток цих матриць задовольняє тотожності

σ௜σ௝ = δ௜௝ + 𝑖ε௜௝௞σ௞.

Зручно визначити лініи̮ну комбінацію σ± = ଵ
ଶ(σଵ ± 𝑖σଶ); в такому разі

σା = ቆ0 1
0 0ቇ , σି = ቆ0 0

1 0ቇ .
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Фур’є-перетворення й узагальнені функції

Ми часто вживатимемо ступінчасту функцію Гевісаи̮да θ(𝑥) і дельта-
функцію Дірака δ(𝑥), які визначені наступним чином:

θ(𝑥) = ൝0, 𝑥 < 0,
1, 𝑥 > 0; δ(𝑥) = 𝑑

𝑑𝑥θ(𝑥).

𝑛-вимірна дельта-функція, позначена як δ(௡)(𝐱), дорівнює нулю всюди, за
винятком 𝐱 = 0, і задовольняє рівнянню

න𝑑௡𝐱 δ(௡)(𝐱) = 1.

У перетворенні Фур’є множник 2π завжди з’являтиметься в інтеґралах
по імпульсу. Наприклад, для чотирьох вимірів:

𝑓(𝑥) = න 𝑑ସ𝑘
(2π)ସ 𝑒

ି௜௞⋅௫ ෥𝑓(𝑘);

෥𝑓(𝑘) = න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௞⋅௫ 𝑓(𝑥).

(У тривимірному перетворенні знак в експоненті буде відповідно + і −.)
Тильда в ෥𝑓(𝑘) не вживатиметься в тих випадках, коли це не викликатиме
запитань. Іншии̮ важливии̮ множник 2π виникає в тотожності

න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௞⋅௫ = (2π)ସδ(ସ)(𝑘).

Електродинаміка

Ми використовуємо позначення Гевісаи̮да–Лоренца, у яких множник 4π
включено до закону Кулона і в константу тонкоı̈ структури, а не в рівня-
ння Максвела. Тому кулонів потенціал точкового заряду 𝑄 має вигляд

Φ = 𝑄
4π𝑟 ,

і константа тонкоı̈ структури дорівнює

α = 𝑒ଶ
4π = 𝑒ଶ

4π~𝑐 ≈
1
137.

Символ 𝑒 залишається за зарядом електрона і є від’ємною величиною (хоча
знак інколи використовується). Зазвичаи̮ ми працюємо з релятивістською
формою рівнянь Максвела:

εஜ஝஡஢∂஝𝐹஡஢ = 0, ∂ஜ𝐹ஜ஝ = 𝑒𝑗஝,
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де
𝐹ஜ஝ = ∂ஜ𝐴஝ − ∂஝𝐴ஜ, 𝐴ஜ = (Φ, 𝐀).

і ми вилучили 𝑒 з 4-вектора питомого струму 𝑗ஜ.

Рівняння Дірака

Деякі наші позначення відрізняються від тих, що прии̮няті у Би̮оркена і
Дрелла та в іншіи̮ літературі. Ми використовуємо кіральнии̮ базис для ма-
триць Дірака і релятивістське нормування для діракових спінорів. Ці по-
значення запроваджуються в §§ 3.2 і 3.3.



Розділ 1
Попередній розгляд:

утворення пар при анігіляції e+e−

Головною метою першого тому нашого курсу є розробка основного обчи-
слювального методу квантовоı̈ теоріı̈ поля—формалізму феи̮нманових ді-
аґрам. Потім ми застосуємо цеи̮ формалізм для обчислень у квантовіи̮ еле-
ктродинаміці, яка є квантовою теорією електронів та фотонів.

Квантова електродинаміка (КЕД), мабуть, наи̮краща з наявних фунда-
ментальних теоріи̮. Вона сформульована як набір простих рівнянь (Ма-
ксвела и̮ Дірака), вигляд яких істотним чином визначається релятивіст-
ською інваріантністю. Квантовомеханічні рішення цих рівнянь дають де-
тальні передбачення електромаґнітних явищ у масштабах від макроскопі-
чних відстанеи̮ аж до ділянок простору в кількасот разів менших від розмі-
ру протона.

Феи̮нманові діаґрами забезпечують для цієı̈ вишуканоı̈ теоріı̈ відповід-
ну за вишуканістю обчислювальну процедуру. Вона полягає в тому, щоб
уявити процес, якии̮ може відбуватися з електронами та фотонами, зобра-
зити відповідну и̮ому діаґраму, а потім з ı̈ı̈ допомогою виписати в матема-
тичніи̮ формі квантовомеханічну амплітуду цього процесу.

В першому томі ми виводимо квантову електродинаміку і метод феи̮н-
манових діаґрам з основних засад квантовоı̈ механіки и̮ теоріı̈ відносності.
Зрештоюми досягнемо того рівня, коли зможемо обчислити значення спо-
стережних величин, що становлять значнии̮ інтерес при вивченні елемен-
тарних часток.1 Та на жаль, щоб дістатися нашоı̈ мети и̮ розробити простии̮
обчислювальнии̮ метод, ми спершу мусимо прои̮ти довгии̮ шлях оволодін-
ня формалізмом теоріı̈. Три наступні за цим розділи маи̮же цілком присвя-
чені формальним питанням, і при ı̈х вивченні перед читачем може постати
питання: а до чогоми, власне, прямуємо?Ми хотіли б бодаи̮ частково відпо-
вісти заздалегідь на це питання, обговоривши в поточному розділі фізику
одного елементарного процесу в КЕД— такого простого, що більшість и̮о-
го властивостеи̮ випливають безпосередньо з фізичноı̈ інтуı̈ціı̈. Певна річ,
1Від перекладача. Також у цьому контексті нерідко вживається термін „частинка“, що не
зовсім коректно, оскільки це слово є вже наступною після слова „частка“ зменшувальною
формою від „частина“ і и̮ому властиве виразне емоціи̮не забарвлення.
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такии̮ інтуı̈тивнии̮, приземлении̮ підхід має багато вад. В Розділі 5 ми по-
вернемося до цього процесу, застосувавши всю силу методу феи̮нманових
діаґрам. При послідовному розгляді питання ми побачимо, як крок за кро-
ком зникають усі наші попередні труднощі.

§1.1. Найпростіша ситуація

Оскільки більшість експериментів у фізиці часток включають розсіяння,
наи̮частіше у квантовіи̮ теоріı̈ поля обчислюють саме переріз розсіяння.
Ми хочемо отримати переріз наи̮простішого з усіх процесів КЕД— анігіля-
ціı̈ електрона зі своєю античасткою, позитроном, і утворення пари більш
важких лептонів (таких, як мюони). Існування античасток є, власне, одним
із передбачень квантовоı̈ теоріı̈ поля, і ми обговоримо це в Розділах 2 і 3.
Проте зараз вважатимемо ı̈хнє існування як даність.

Дослід з вимірювання и̮мовірності такоı̈ анігіляціı̈ полягає в обстрілі пу-
чка електронів пучкомпозитронів. Вимірюваноювеличиноюєпереріз реа-
кціı̈ eାeି → µାµି, як функція енерґіı̈ центру мас і відносного кута θ між вхі-
дними електронами і вихідними мюонами. Процес зображено на Рис. 1.1.
Для простоти працюватимемо в системі центру мас (ЦМ), у якіи̮ імпульси

Рис. 1.1. Реакція анігіляціı̈ eାeି → ஜାஜି, показана в системі центру мас.

часток задовольняють умовам 𝐩ᇱ = −𝐩 і 𝐤ᇱ = −𝐤. Також припустимо, що
енерґія 𝐸 набагато більша як за масу електрона, так і за масу мюона, тож
|𝐩| = |𝐩ᇱ| = |𝐤| = |𝐤ᇱ| = 𝐸 = 𝐸цм/2. (Ми вживаємо напівжирнии̮ шрифт для
позначення 3-векторів і звичаи̮нии̮ курсив— для 4-векторів.)

Позаяк і електрон, і позитрон мають спін ଵ/ଶ, ми мусимо задати ı̈хню спі-
нову орієнтацію. Наи̮зручніше вибрати вісь, що визначає квантування спі-
ну частки, за напрямом ı̈ı̈ руху; тоді спін кожноı̈ частки буде поляризовании̮
абопаралельно, або антипаралельнодоцієı̈ осі. Напрактиці пучкиелектро-
нів і позитронів часто неполяризовані, а мюонні детектори не реєструють
поляризацію мюонів. Тому ми маємо усереднити переріз за спіновими орі-
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єнтаціями електронів та позитронів і підсумувати и̮ого за спіновими орі-
єнтаціями мюонів.

Для будь-якоı̈ заданоı̈ спіновоı̈ орієнтаціı̈ всіх часток прии̮нято запису-
вати диференціи̮нии̮ переріз процесу з утворенням µା в елементі тілесного
кута 𝑑Ω, як

𝑑σ
𝑑Ω = 1

64πଶ𝐸ଶ
цм
|ℳ|ଶ . (1.1)

Множник 𝐸ିଶ
цм забезпечує правильну розмірність перерізу, оскільки в обра-

ніи̮ системі одиниць (енерґія)ିଶ ∼ (довжина)ଶ. Отже, величинаℳ безроз-
мірна; вона є квантовомеханічною амплітудою нашого процесу (аналоґі-
чно до амплітуди 𝑓 в нерелятивістськіи̮ квантовіи̮ механіці), і зараз ми ма-
ємо заи̮нятися питанням, як обчислити цю амплітуду з фундаментальних
засад теоріı̈. Інші множники в рівнянні є винятково результатом домовле-
ності. Формула (1.1) є, власне, окремим випадком (справедливим для роз-
сіяння в ЦМ з двома безмасовими частками в кінцевому стані) від загаль-
нішоı̈ формули, яку неможливо отримати лише на підставі розмірного ана-
лізу і яку ми виведемо в § 4.5.

Тепер настає черга поганих і гарних новин.
Поганановина полягає в тому,щонавіть длянаи̮простішого з процесів з

КЕД точнии̮ вираз дляℳ невідомии̮. Це не повинно нас дивувати, бо навіть
у нерелятивістськіи̮ квантовіи̮ механіці задача розсіяння рідко має точне
розв’язання. Наи̮краще, що ми можемо зробити, це отримати формальнии̮
вираз дляℳ у вигляді пертурбативного ряду за константою електромаґні-
тного зв’язку и̮ обчислити кілька перших и̮ого членів.

А гарна новина—це те, що Феи̮нман розробив красивии̮ спосіб упо-
рядкувати и̮ унаочнити пертурбативнии̮ ряд з використанням фейнмано-
вих діаґрам. Грубо кажучи, діаґрами зображають потоки електронів і фо-
тонів у процесі розсіяння. У наших обчисленнях член наи̮нижчого порядку
в пертурбативному ряді можна представити єдиною діаґрамою, зображе-
ною на Рис. 1.2. Ця діаґрама має три типи компонентів: зовнішні лініı̈ (що
представляють по дві вхідні и̮ вихідні частки), внутрішні лініı̈ (що пред-
ставляють „віртуальні“ частки, в нашому випадку— один віртуальнии̮ фо-
тон) і вершини. Прии̮нято зображати електрони суцільними прямими лі-
ніями, а фотони— хвилястими. Стрілки на суцільних лініях вказують на-
прям струму неґативного заряду, а не імпульсу. Кожніи̮ зовнішніи̮ лініı̈ ми
приписуємо вектор4-імпульсу, як і показанона діаґрамі; а імпульс 𝑞 внутрі-
шньоı̈ лініı̈ визначається законом збереження імпульсу в кожніи̮ з вершин:
𝑞 = 𝑝 + 𝑝ᇱ = 𝑘 + 𝑘ᇱ. Також ми маємо поставити у відповідність кожному
зовнішньому ферміону спіновии̮ стан („вгору“ або „вниз“).

Згідно з правиламиФейнмана, кожнудіаґрамуможна інтерпретуватияк
цілкомпевнии̮ внесок в амплітудуℳ. Правила приписують усім елементам
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Рис. 1.2. Феи̮нманова діаґрама наи̮нижчого порядку для перерізу розсіян-
ня eାeି → ஜାஜି. У цьому порядку єдиним можливим проміжним станом є
фотон (ஓ).

діаґрами короткі алґебраı̈чні множники, а ı̈хніи̮ добуток дає значення від-
повідного члена пертурбативного ряду. Проте отримання придатного до
використання виразу для амплітуди ℳ може виявитися вельми нетриві-
альним завданням. У наступних розділах ми розробимо корисну техноло-
ґіюпроведення таких обчислень. А зараз, оскількиминеющене володіємо,
скористаємося для отримання відповіді в нашіи̮ конкретніи̮ задачі деяки-
ми евристичними міркуваннями замість справжніх правил Феи̮нмана.

Нагадаємо, що в квантовомеханічніи̮ теоріı̈ збурень член першого по-
рядку в амплітуді переходу можна записати у вигляді:

⟨кінцевии̮ стан|𝐻ூ|початковии̮ стан⟩, (1.2)

де 𝐻ூ — частина гамільтоніана, що описує взаємодію. У нашому випадку,
початковим є стан | eାeି⟩, а кінцевим— ⟨µାµି|. Проте наш гамільтоніан
взаємодіı̈ пов’язує електрони з мюонами не безпосередньо, а лише через
електромаґнітне поле (тобто через фотони). Тому першии̮ член (1.2) в пер-
турбативному ряді дає нульовии̮ внесок, і мимусимопереи̮ти до члена дру-
гого порядку

ℳ ∼ ⟨µାµି|𝐻ூ|γ⟩ஜ⟨γ|𝐻ூ|eାeି⟩ஜ. (1.3)
Це і є евристичнии̮ спосіб запису внеску доℳ з діаґрами на Рис. 1.2. Зов-
нішнім електронним лініям відповідає множник | eାeି⟩, зовнішнім мюон-
ним— ⟨µାµି|. З вершинами зіставляються 𝐻ூ , а з внутрішньою фотонною
лінією— оператор |γ⟩⟨γ|. Ми додали векторні індекси (µ), бо фотон є ве-
кторною часткою з чотирма компонентами. Тому є чотири можливі про-
міжні стани, по одному на кожен компонент, і відповідно до правил теоріı̈
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збурень ми мусимо взяти суму по всім проміжним станам. Зауважимо, що
оскільки сума в (1.3) має вигляд скалярного добутку 4-векторів, то амплі-
тудаℳ є лоренц-інваріантним скаляром, якщо кожен множник у (1.3) є 4-
вектором.

Рис. 1.3.Один зможливихнаборів спінових орієнтаціи̮. Електрон і неґатив-
нии̮ мюон—правополяризовані, тоді як позитрон і позитивнии̮ мюон—
лівополяризовані.

Спробуи̮мо вгадати форму вектора ⟨γ|𝐻ூ|eା𝑒ିஜ ⟩. Позаяк 𝐻ூ пов’язує еле-
ктрони з фотонами з константою 𝑒 (заряд електрона), матричнии̮ елемент
маєбутипропорціональнимдо 𝑒. Заразрозглянемоконкретнии̮набірпоча-
ткових та кінцевих спінових орієнтаціи̮, зображених на Рис. 1.3. Електрон і
мюон мають спіни паралельні до напрямку ı̈хнього руху; такі частки нази-
вають правополяризованими. Відповідно, античастки є лівополяризовани-
ми. Спіни електрона и̮ позитрона складаються в одиницюмоменту імпуль-
су в напрямку +𝑧. Оскільки 𝐻ூ зберігає момент імпульсу, то поляризація
фотона, з яким пов’язані ці частки, має відповідати ı̈х сумарному моменто-
ві імпульсу: εஜ = (0, 1, 𝑖, 0). Отже, ми маємо

⟨γ|𝐻ூ|eାeି⟩ஜ ∝ 𝑒 (0, 1, 𝑖, 0). (1.4)

Такимжечином, мюоннии̮матричнии̮ елементповиненматиполяризацію,
що відповідає одиниці моменту імпульсу вздовж напрямку руху неґативно
зарядженогомюона.Щоботриматиправильнии̮ вектор, повернемо (1.4) на
кут θ у площині (𝑥, 𝑧):

⟨γ|𝐻ூ|µାµି⟩ஜ ∝ 𝑒 (0, cos θ, 𝑖, − sin θ). (1.5)

Для обчислення амплітудиℳ комплексно спрягаємоцеи̮ вектор і скалярно
помножуємо и̮ого на (1.4). Відтак для заданих спінових орієнтаціи̮ маємо

ℳ(𝑅𝐿 → 𝑅𝐿) = −𝑒ଶ(1 + cos θ). (1.6)
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Звичаи̮но, цеи̮ метод не дозволяє нам встановити загальнии̮ множник,
проте в (1.6) він, суто випадково, є правильним завдяки домовленостям,
прии̮нятим у (1.1). Зазначимо, що при θ = 180∘ амплітуда стає нульовою,
чого и̮ варто було очікувати, бо стан з моментом імпульсу в напрямку +𝑧
не переходить у стан з моментом імпульсу у напрямку−𝑧.

Наступним розглянемо випадок, коли електрон і позитрон правополя-
ризовані. Тепер ı̈х повнии̮ спіновии̮ момент імпульсу дорівнює нулю, то-
му належить вдатися до більш тонких арґументів. Ми можемо сподіватися
отримати подовжньо поляризовании̮ фотон з коефіцієнтом Клебша–Ґор-
дана ଵ/√ଶ, як це відбувається при додаванні тривимірних моментів імпуль-
су: |↑↓⟩ = (1/√2)(|𝑗 = 1, 𝑚 = 0⟩ + |𝑗 = 0, 𝑡 = 0⟩). Але насправді ми додає-
мо моменти імпульсу в чотиривимірніи̮ ґрупі Лоренца, тож мусимо врахо-
вувати не лише спін (властивості перетворення станів при обертаннях), а
и̮ перетворення станів при бустах. Як ми покажемо в Розділі 3, коефіцієнт
Клебша–Ґордана,щопов’язує 4-вектор зі станом |eାோeିோ⟩ безмасовихферміо-
нів, дорівнює нулю. (Зазначимо, що такии̮ стан є суперпозицією скаляра и̮
антисиметричного тензора.) Отже, амплітудаℳ(𝑅𝑅 → 𝑅𝐿) дорівнює нулю,
як і одинадцять інших амплітуд, у яких початковии̮ або кінцевии̮ стан ма-
ють нульовии̮ повнии̮ момент імпульсу.

Решту ненульових амплітуд можна знаи̮ти таким самим чином, як і пер-
шу. В результаті маємо

ℳ(𝑅𝐿 → 𝐿𝑅) = − 𝑒ଶ(1 − cos θ),
ℳ(𝐿𝑅 → 𝑅𝐿) = − 𝑒ଶ(1 − cos θ),
ℳ(𝑅𝐿 → 𝐿𝑅) = − 𝑒ଶ(1 + cos θ).

(1.7)

Підставляючи ці вирази в (1.1), усереднюючи за чотирма початковими і
підсумовуючи за чотирма кінцевими спіновими орієнтаціями, знаходимо

𝑑σ
𝑑Ω = αଶ

4𝐸цм
(1 + cosଶ θ), (1.8)

де α = 𝑒ଶ/4π ≈ 1/137. Інтеґруючи по кутах θ іφ, отримуємо повнии̮ переріз

σповн = 4παଶ
3𝐸ଶ

цм
. (1.9)

Результати (1.8) і (1.9) узгоджуються з експериментами з точністю до 10%;
а маи̮же всі розходження виникають за рахунок наступного члена пертур-
бативного ряду, що відповідає діаґрамам на Рис. 1.4. Якісні характеристики
отриманих результатів— ı̈х кутова залежність і різке зменшення перерізу
з енерґією—беззаперечно підтверджуються дослідними даними. (Докла-
дніше ми обговоримо ці результати в § 5.1.)
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Рис. 1.4. Феи̮нманові діаґрами, що дають внесок ஑ଶ в переріз розсіяння
eାeି → ஜାஜି.

§1.2. Доповнення й запитання

Ми отримали кутовии̮ розподіл в реакціı̈ eାeି → µାµି, виходячи з мір-
кувань збереження моменту імпульсу, маи̮же не звертаючись до засадни-
чих принципів квантовоı̈ електродинаміки. Проте ми вдалися до суттєвих
спрощень, пов’язаних з наближенням високих енерґіи̮ і вибором системи
центру мас. При відмові від будь-якого з цих припущень наш розгляд втра-
тить свою чинність. То як же треба проводити обчислення в КЕД в загаль-
номувипадку?Длявідповіді наце запитаннямимаємоповернутисядопра-
вил Феи̮нмана.

Як було вказано вище, ці правила пропонують нам накреслити діаґра-
му (або діаґрами) процесу, якии̮ наразі розглядаємо, і кожному елементу
поставити у відповідність певнии̮ алґебраı̈чнии̮ множник. На Рис. 1.5 пока-
зана діаґрама нашоı̈ реакціı̈ eାeି → µାµି з відповідними позначеннями.

Для внутрішньоı̈ фотонноı̈ лініı̈ ми пишемо −𝑖𝑔ஜ஝/𝑞ଶ, де 𝑔ஜ஝ —звичаи̮-
нии̮ метричнии̮ тензорМінковського, a 𝑞 є 4-імпульсом віртуального фото-
на. Цеи̮ множник відповідає оператору | γ⟩⟨γ| в нашіи̮ евристичніи̮ формулі
(1.3).

Для кожноı̈ вершини записуємо −𝑖𝑒γஜ, що відповідає 𝐻ூ в (1.3). Величи-
ни γஜ єнаборомпостіи̮них4×4-матриць. Самевони здіи̮снюють „додавання
моментів імпульсу“, пов’язуючи стани двох часток зі спіном ଵ/ଶ з векторною
часткою.
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Рис. 1.5.Діаґрама з Рис. 1.2, де вказані алґебраı̈чні вирази, що відповідають
вершинам, внутрішнім і зовнішнім лініям.

Зовнішні лініı̈ представлені чотирикомпонентними стовпцями-спіно-
рами 𝑢, 𝑣, або рядками-спінорами 𝑢̄, 𝑣̄. Власне кажучи, вони є хвильовими
функціями початкових та кінцевих часток в імпульсному просторі і відпо-
відають | eାeି⟩ та ⟨µାµି| в (1.3). Індекси 𝑠, 𝑠ᇱ, 𝑟 і 𝑟ᇱ позначають спінові орі-
єнтаціı̈ — вгору або вниз.

Тепер можемо написати формулу дляℳ, зчитуючи всі елементи просто
з діаґрами:

ℳ = 𝑣̄ ௦ᇲ(𝑝ᇱஜ)𝑢௦(𝑝)ቆ
−𝑖𝑔ஜ஝
𝑞ଶ ቇ 𝑢̄ ௥(𝑘)(−𝑖𝑒γ஝)𝑣௥ᇲ(𝑘ᇱ) =

= 𝑖𝑒ଶ
𝑞ଶ ቀ𝑣̄

௦ᇲ(𝑝ᇱ)𝑢௦(𝑝)ቁ ቀ𝑢̄௥(𝑘)𝑣௥ᇲ(𝑘ᇱ)ቁ .
(1.10)

Досить повчально буде порівняти в деталях цеи̮ вираз із (1.3).
Щоб отримати переріз (1.8) з (1.10), ми могли б повернутися до наведе-

них вище міркувань збереження моменту імпульсу, доповнених деякими
конкретними відомостями про γ-матриці и̮ діракові спінори. Такого штибу
обчисленнямипроведемо в § 5.2. Проте існує багато корисних прии̮омів, до
яких можна вдатися при маніпуляціı̈ з виразами на зразок (1.10), особли-
во при потребі обчислити лише неполяризований переріз. Використовую-
чи цю фейнманову технолоґію слідів (назва виникла від того, що доводи-
ться знаходити сліди від добутку γ-матриць), зовсім не обов’язково знати
явнии̮ вигляд цих матриць і діракових спінорів. Обчислення стають маи̮-
же бездумними, і результат (1.8) з’являється після суто алґебраı̈чних ви-
кладок загальним обсягом менш ніж на одну сторінку. Та оскільки правила
Феи̮нмана і технолоґія слідів є таким потужними, то ми можемо відмови-
тись і від деяких спрощень. На завершення цього параґрафу обговоримо
кілька ситуаціи̮ за яких наші обчислення можуть значно ускладнитися.
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Наи̮простіше обмеження, від якого можна відмовитись, це безмасовість
мюона. Якщо енерґія пучків не набагато більша за масу мюона, то всі на-
ші передбачення залежатимуть від співвідношення𝑚ஜ/𝐸цм (Оскільки еле-
ктрон приблизно в 200 разів легшии̮ за мюон, и̮ого можна розглядати як
безмасову частку за умови, що енерґія пучка досить велика для утворення
мюонів.) Застосувавши феи̮нманову технолоґію слідів, надзвичаи̮но про-
сто врахувати внаших обчисленняхмасумюона. Обсяг необхідних алґебра-
ı̈чних викладок зросте відсотків на п’ятдесят, а співвідношення (1.1) між
амплітудою та перерізом трохи зміниться, проте результат вартии̮ дода-
ткових зусиль. Ми проробимо ці обчислення в § 5.1.

Працювати в іншіи̮ системі відліку також не складно. Єдине, що зазнає
модифікаціı̈, це зв’язок (1.1) між амплітудою и̮ перерізом. А втім, можна
просто здіи̮снити перетворення Лоренца над формулою, отриманою в ЦМ.

Коли відомі спінові стани початкових та/або кінцевих часток і ми хо-
чемо врахувати масу мюона, то обчислення стають громіздкішими, хоча, в
принципі, залишаються нескладними. Для такого випадку легко узагаль-
нити технолоґію слідів, але часто буває простіше знаи̮ти числове виражен-
ня для (1.10) безпосередньо, використовуючи явнии̮ вигляд спінорів 𝑢 і 𝑣.

Рис. 1.6. Дві діаґрами наи̮нижчого порядку для розсіяння Баба́ eାeି →
eାeି.

Далі можна обчислити переріз для для різних процесів. Реакція eାeି →
eାeି, що називається розсіянням Баба́, складніша, оскільки існує друга ді-
аґрама (див. Рис. 1.6). Спочатку треба додати амплітуди з обох діаґрам, а
потім піднести ı̈хню суму до квадрату.

Інші процеси включають фотони в початковому та/або кінцевому ста-
нах. Зразковим прикладом є комптонове розсіяння; дві и̮ого діаґрами наи̮-
нижчого порядку зображені на Рис. 1.7. Правила Феи̮нмана для зовнішніх
фотонних і внутрішніх електронних лініи̮ не складніші від тих, які ми вже
розглядали. Ми детально проаналізуємо комптонове розсіяння в § 5.5.
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Рис. 1.7. Дві діаґрами наи̮нижчого порядку для комптонового розсіяння.

Нарешті, можемо врахувати члени вищих порядків пертурбативного
ряду. Завдяки Феи̮нманові, принаи̮мні не складно накреслити відповідні
діаґрами; на Рис. 1.4 зображені ті з них, що дають внесок у наступнии̮ член
пертурбативного ряду для перерізу процесу eାeି → µାµି. Примітно, що
алгоритм присвоєння алґебраı̈чних множників для окремих елементів ді-
аґрами зберігає чинність і для внесків вищих порядків, що дозволяє обчи-
слити ı̈х безпосередньо, хоча це дуже марудна справа. Обчислення повного
внеску всіх дев’яти діаґрам— сери̮озна робота на рівні науковоı̈ статті.

У нашому курсі, починаючи з Розділу 6, ми докладно аналізуватимемо
ту фізику, що випливає з вищих порядків феи̮нманових діаґрам, на зразок
зображених на Рис. 1.4. Ми переконаємося, що останні чотири діаґрами з
додатковим фотоном у кінцевому стані теж необхідно врахувати, оскільки
жоден детектор неспроможнии̮ виявити присутність фотонів з гранично
низькими енерґіями. А тому кінцевии̮ стан з такими фотонами неможливо
відрізнити від потрібного нам стану з однією лише парою мюонів.

Решта п’ять діаґрам на Рис. 1.4 мають проміжні стани з кількома вірту-
альним частками замість одного фотона. У кожніи̮ з таких діаґрам прису-
тня принаи̮мні одна віртуальна частка, імпульс якоı̈ не визначається зако-
ном збереження у вершинах. Оскільки теорія збурень вимагає взяти суму
за всіма можливими проміжними станами, ми мусимо проінтеґрувати по
всіх можливих значеннях цього імпульсу. Проте на цьому етапі виникає но-
ве ускладнення: у перших трьох діаґрамах інтеґрали по замкнутих петлях,
якщо брати ı̈х напряму, дають нескінченність. Наприкінці першого томуми
знаи̮демо спосіб отримання скінченних результатів. Але питання фізично-
го походження цих розбіжностеи̮ так просто не розв’язуються. Це буде го-
ловною темою другого тому.

Ми обговорювали феи̮нманові діаґрами, як алґоритм проведення об-
числень. Наступні розділи продемонструють усю силу цього інструменту.
Однак, розглядаючи дедалі більше застосувань діаґрам, ми побачимо, що
вони починають жити своı̈м власним життям. Вони вкажуть на несподіва-
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ні зв’язки між різними фізичними процесами і підкажуть інтуı̈тивні арґу-
менти, які згодом можна буде перевірити при обчисленнях. Маємо надію,
що ця книга допоможе вам оволодіти цим методом і знаи̮ти для нього нові
корисні застосування.



Розділ 2
Поле Кляйна–Ґордона

§2.1. Необхідність польового розгляду

Квантова теорія поля є застосуванням квантовоı̈ механіки до динамічних
систем полів, у тому ж розумінні, як власне квантова механіка розглядає
квантування динамічних систем часток. Цеи̮ предмет конче необхіднии̮
для розуміння поточного стану фізики елементарних часток. З певними
видозмінами квантовопольові методи відіграють істотну роль у наи̮актив-
ніших розділах атомноı̈ та ядерноı̈ фізики, а також фізики конденсованоı̈
матеріı̈. Проте в першому томі нас передовсім цікавитимуть елементарні
частки— і, відповідно, релятивістські поля.

Визначившись із тим, що ми прагнемо зрозуміти процеси, які відбува-
ються на дуже малих (квантовомеханічних) відстанях і при дуже великих
(релятивістських) енерґіях, може виникнутипитання, навіщомимаємо ви-
вчати квантування полів. Чому ми не можемо просто проквантувати реля-
тивістські частки, так само як квантуємо нерелятивістські?

Відповідьможна отримати кількомашляхами.Мабуть, наи̮краще було б
написати одночасткове релятивістське хвильове рівняння (скажімо, Кляи̮-
на–Ґордона або Дірака) і переконатися, що воно призводить до появи ста-
нів з неґативною енерґією і до інших суперечностеи̮. Та оскільки це питан-
ня зазвичаи̮ розглядається наприкінці університетського курсу нереляти-
вістськоı̈ квантовоı̈ механіки, ми не будемо до нього повертатися. Проте и̮
без того зрозуміло, чому не працює такии̮ підхід. Ми не маємо права припу-
скати,що якии̮-небудь релятивістськии̮ процесможнапояснити в термінах
одночасткового розгляду, бо співвідношення Еи̮нштеи̮на 𝐸 = 𝑚𝑐ଶ дозво-
ляє утворення пар частка-античастка. Навіть у тому разі, коли для утво-
рення пари бракує енерґіı̈, багаточасткові стани виникають, наприклад, як
проміжні в другому порядку теоріı̈ збурень. Ми можемо вважати, що ці ста-
ни реально існують протягом надзвичаи̮но короткого часу, відповідно до
принципу невизначеності Δ𝐸 ⋅ Δ𝑡 = ~. При переході до вищих порядків те-
оріı̈ збурень можливе утворення довільноı̈ кількості таких „віртуальних“
часток.

Менш очевидним чином потреба в багаточастковіи̮ теоріı̈ випливає із
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вимог причинності. Розгляньмо амплітуду розповсюдження вільноı̈ частки
від 𝐱଴ до 𝐱:

𝑈(𝑡) = ⟨𝐱|𝑒ି௜ு௧|𝐱଴⟩.
У нерелятивістськіи̮ квантовіи̮ механіці маємо 𝐸 = 𝐩ଶ/2𝑚, отже

𝑈(𝑡) = ⟨𝐱|𝑒ି௜𝐩మ௧/ଶ௠|𝐱଴⟩ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ ⟨𝐱|𝑒

ି௜𝐩మ௧/ଶ௠|𝐩⟩⟨𝐩|𝐱଴⟩ =

= න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ 𝑒

ି௜𝐩మ௧/ଶ௠ ⋅ 𝑒௜𝐩⋅(𝐱ି𝐱బ) = ൬ 𝑚
2π𝑖𝑡൰

ଷ
ଶ 𝑒௜௠(𝐱ି𝐱బ)మ/ଶ௧.

Цеи̮ вираз є ненульовии̮ для всіх 𝑥 і 𝑡, що вказує на можливість розповсю-
дження частки між будь-якими двома точками за довільно короткии̮ про-
міжок часу. В релятивістськіи̮ теоріı̈ це свідчило б про порушення причин-
ності. Можна було б сподіватися, що використання релятивістського спів-
відношення 𝐸 = ඥ𝐩ଶ +𝑚ଶврятує ситуацію, проте це не так. За аналоґією з
нерелятивістським випадком, маємо

𝑈(𝑡) = ⟨𝐱|𝑒ି௜௧ඥ𝐩మା௠మ|𝐱଴⟩ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ 𝑒

ି௜௧ඥ𝐩మା௠మ ⋅ 𝑒௜𝐩⋅(𝐱ି𝐱బ) =

= 1
2πଶ|𝐱 − 𝐱଴|

ஶ

න
଴

𝑑𝑝 𝑝 sin(𝑝|𝐱 − 𝐱଴|) 𝑒ି௜௧ඥ௣మା௠మ .

Цеи̮ інтеґралможна вирахувати явно через функціı̈ Бесселя.2 Мижобмежи-
мося лише розглядом и̮ого асимптотичноı̈ поведінки при 𝑥ଶ ≫ 𝑡ଶ (далеко
за межами світлового конуса) за методом стаціонарноı̈ фази. Функція фази
𝑝𝑥 − 𝑡ඥ𝑝ଶ +𝑚ଶ має стаціонарну точку при 𝑝 = 𝑖𝑚𝑥/√𝑥ଶ − 𝑡ଶ. Ми можемо
вільно замкнути контур інтеґрування у верхніи̮ півплощині таким чином,
щоб він прои̮шов через цю точку. Підставляючи вказане значення для 𝑝,
отримаємо, що з точністю до раціональноı̈ функціı̈ від 𝑥 і 𝑡,

𝑈(𝑡) ∼ 𝑒ି௠√௫మା௧మ .

Отже, поза світловим конусом амплітуда розповсюдження хоч і мала, проте
ненульова, і причинність все одно порушується.

Квантова теорія поля розв’язує проблему причинності дивовижним
шляхом, якии̮ ми обговоримо в § 2.4. Там побачимо, що в багаточастко-
віи̮ теоріı̈ поля розповсюдження часток на простороподібні інтервали не
відрізняється від розповсюдження античастки у протилежному напрямку
2Див. Ґрадштеи̮н і Рижик [27].
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Рис. 2.1. Розповсюдження від ௫଴ до ௫ в одніи̮ системі відліку має вигляд як
розповсюдження від ௫ до ௫଴ в іншіи̮ системі відліку.

(Рис. 2.1). Коли ми задаємось питанням, чи може спостереження в 𝑥଴ впли-
нути на спостереження в 𝑥, то виявляємо, що амплітуди розповсюдження
для частки и̮ античастки точно скорочуються, тож причинність не порушу-
ється.

Квантова теорія поля природним чином описує не лише багаточасткові
стани, а и̮ переходи між станами з різною кількістю часток. Вона розв’язує
проблему причинності шляхом впровадження античасток, а потім дозво-
ляє пояснити зв’язок між спіном і статистикою. Та наи̮важливіше, що во-
на забезпечує необхідні інструменти для обчислення перерізів розсіян-
ня, тривалості життя часток та інших спостережних величин. Експеримен-
тальне підтвердження цих розрахунків, що часто виявляються безпреце-
дентно точними, і є головною підставою для вивчення квантовоı̈ теоріı̈ по-
ля.

§2.2. Елементи класичної теорії поля

У цьому параґрафі ми робимо короткии̮ огляд формалізму класичноı̈ теоріı̈
поля, необхідного для подальшого вивчення квантових полів.

Лаґранжова теорія поля

Фундаментальною величиною класичноı̈ механіки є дія, 𝑆, інтеґрал по часу
від лаґранжіана 𝐿. В локальніи̮ теоріı̈ поля лаґранжіан можна записати як
просторовии̮ інтеґрал питомого лаґранжіана, ℒ, що є функцією одного або
кількох полів ϕ(𝑥) та ı̈хніх похідних ∂ஜϕ. Таким чином, маємо

𝑆 = න𝐿 𝑑𝑡 = නℒ 𝑑ସ𝑥. (2.1)

Оскільки це книга з теоріı̈ поля, далі ми називатимемо ℒ просто лаґранжі-
аном.
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Принцип наи̮меншоı̈ діı̈ стверджує, що коли система еволюціонує від
однієı̈ заданоı̈ конфігураціı̈ до іншоı̈ за проміжокчасу від 𝑡ଵ до 𝑡ଶ, то ı̈ı̈ „шлях“
у конфігураціи̮ному просторі такии̮, що дія 𝑆 має екстремум (зазвичаи̮ мі-
німум). Можемо записати цю умову як

0 = δ𝑆 =

= න𝑑ସ𝑥ቊ∂ℒ
∂ϕ δϕ + ∂ℒ

∂(∂ஜϕ)
δ(∂ஜϕ)ቋ =

= න𝑑ସ𝑥ቊ∂ℒ
∂ϕδϕ − ∂ஜቆ

∂ℒ
∂(∂ஜϕ)

ቇ δϕ + ∂ஜቆ
∂ℒ

∂(∂ஜϕ)
δϕቇቋ .

(2.2)

Останніи̮ доданок можна перетворити на поверхневии̮ інтеґрал по границі
чотиривимірноı̈ просторово-часовоı̈ зони інтеґрування. Позаяк початкова
та кінцева польові конфігураціı̈ вважаються заданими, то δϕ є нульовим у
початковии̮ і кінцевии̮ моменти часу. Якщо ж ми обмежимося розглядом
деформаціи̮ δϕ, що зникають на просторовіи̮ границі зони, то поверхне-
вии̮ інтеґрал дорівнює нулю. Виносячи множник δϕ з перших двох додан-
ків і враховуючи, що інтеґрал має дорівнювати нулю для будь-якого δϕ, ми
доходимо висновку, що множник при δϕ є нульовим в усіх точках. Звідси
отримуємо рівняння руху Еи̮лера–Лаґранжа для поля:

∂ஜቆ
∂ℒ

∂(∂ஜϕ)
ቇ − ∂ℒ

∂ϕ = 0. (2.3)

Якщо лаґранжіан включає більшніж одне поле, то маємо по одному такому
рівнянню для кожного з них.

Гамільтонова теорія поля

Лаґранжовеформулюваннятеоріı̈ поля якнаи̮кращевідповідає релятивіст-
ськіи̮ динаміці, бо всі вирази в ньому явно лоренц-інваріантні. Проте в пер-
шому томі ми користуватимемося гамільтоновимформулюванням, оскіль-
ки воно дозволяє легко здіи̮снити перехід до квантовоı̈ механіки. Нагада-
ємо, що для дискретних систем кожніи̮ динамічніи̮ змінніи̮ величині 𝑞 мо-
жна поставити у відповідність канонічно спряжении̮ імпульс 𝑝 ≡ ∂𝐿/∂𝑞̇ (де
𝑞̇ = 𝑑𝑞/𝑑𝑡). Тоді гамільтоніан має вигляд 𝐻 ≡ ∑(𝑝𝑞̇ − 𝐿). Узагальнення на
безперервну систему наи̮легше зрозуміти, уявивши, що точки простору 𝐱
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розміщені дискретно. Ми можемо визначити

𝑝(𝐱) ≡ ∂𝐿
∂ϕ̇(𝐱)

= ∂

∂ϕ̇(𝐱) න
ℒ൫ϕ(𝐲), ϕ̇(𝐲)൯ 𝑑ଷ𝐲 ∼

∼ ∂

∂ϕ̇(𝐱) ෍𝐲
ℒ൫ϕ(𝐲), ϕ̇(𝐲)൯ 𝑑ଷ𝐲 =

= π(𝐱) 𝑑ଷ𝐲,
де

π(𝐱) ≡ ∂ℒ
∂ϕ̇(𝐱)

(2.4)

називається питомим імпульсом, спряженимдоϕ(𝐱). Тоді гамільтоніанмо-
жна записати як

𝐻 =෍
𝐱

𝑝(𝐱)ϕ̇(𝐱) − 𝐿.

Переходячи до континууму, маємо:

𝐻 = න𝑑ଷ𝐱 ൫𝑝(𝐱)ϕ̇(𝐱) − ℒ൯ ≡ නℋ𝑑ଷ𝐱. (2.5)

Наприкінці цього параґрафу ми знову виведемо такии̮ самии̮ вираз для
питомого гамільтоніанаℋ, застосувавши іншии̮ метод.

Для простого прикладу розглянемо теорію одного поля ϕ(𝑥) з лаґран-
жіаном

ℒ = ଵ
ଶ ϕ̇

ଶ − ଵ
ଶ (∇ϕ)

ଶ − ଵ
ଶ 𝑚

ଶϕଶ = ଵ
ଶ (∂ஜϕ)

ଶ − ଵ
ଶ 𝑚

ଶϕଶ, (2.6)
Поки вважатимемоϕдіи̮снимполем. У § 2.3 величина𝑚 буде інтерпретова-
на як маса, але поки розглядатимемо ı̈ı̈ просто як параметр. Застосувавши
звичаи̮ну процедуру до цього лаґранжіана, маємо рівняння руху

ቆ ∂ଶ

∂𝑡ଶ − ∇ଶ +𝑚ଶቇϕ = 0 або (∂ஜ∂ஜ +𝑚ଶ)ϕ = 0, (2.7)

відоме як рівняння Кляи̮на–Ґордона. (У цьому контексті воно є класичним
рівняннямполя, на зразокрівняньМаксвела, анеквантовомеханічнимхви-
льовим рівнянням.) Зазначимо, що питомии̮ канонічнии̮ імпульс, спряже-
нии̮ до ϕ(𝑥), є π(𝑥) = ϕ̇(𝑥). Також ми можемо побудувати гамільтоніан:

𝐻 = නℋ𝑑ଷ𝐱 = න𝑑ଷ𝐱 ቂଵଶ π
ଶ + ଵ

ଶ (∇ϕ)
ଶ + ଵ

ଶ 𝑚
ଶϕଶቃ . (2.8)

Тридоданкивправіи̮ частиніможнарозглядати, відповідно, як енерґію „пе-
реміщення“ в часі, енерґію „зсуву“ в просторі та енерґію, пов’язану з прису-
тністю самого поля. Докладніше ми досліджуватимемо цеи̮ гамільтоніан у
§§ 2.3 і 2.4.
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Теорема Нотер

А зараз обговоримо зв’язок між симетріями и̮ законами збереження в кла-
сичніи̮ теоріı̈ поля, відображении̮ у теоремі Нотер. Ця теорема розглядає
безперервні перетворення полів ϕ, які в інфінітезимальніи̮ формі мають
вигляд

ϕ(𝑥) → ϕᇱ(𝑥) = ϕ(𝑥) + αζ(𝑥),
Δϕ(𝑥) = ϕᇱ(𝑥) − ϕ(𝑥) = αζ(𝑥), (2.9)

де α— інфінітезимальнии̮ параметр і ζ(𝑥)—деяка деформація конфігура-
ціı̈ поля. Ми називаємо таке перетворення симетрією, якщо воно залишає
інваріантними рівняння руху. Ця умова виконується автоматично, якщо
дія інваріантна відносно (2.9). У загальнішому випадку ми можемо допу-
стити зміну величини діı̈ на доданок у вигляді поверхневого інтеґрала,
оскільки присутність такого члена не впливає на виведення рівнянь Еи̮ле-
ра–Лаґранжа (2.3). Тому лаґранжіан має бути інваріантним відносно (2.9)
з точністю до 4-дивергенціı̈:

ℒ(𝑥) → ℒᇱ(𝑥) = ℒ(𝑥) + α∂ஜ𝒥ஜ(𝑥),
Δℒ(𝑥) = ℒᇱ(𝑥) − ℒ(𝑥) = α∂ஜ𝒥ஜ(𝑥), (2.10)

для деякого 𝒥ஜ. Тепер порівняємо вираз для Δℒ з результатом, отриманим
від варіаціı̈ полів:

Δℒ = ∂ℒ
∂ϕ Δϕ + ቆ ∂ℒ

∂(∂ஜϕ)
ቇ∂ஜ(Δϕ) =

= ∂ஜቆ
∂ℒ

∂(∂ஜϕ)
Δϕቇ + ቈ∂ℒ

∂ϕ − ∂ஜቆ
∂ℒ

∂(∂ஜϕ)
ቇ቉ Δϕ.

(2.11)

Другии̮ доданок є нульовим відповідно до рівняння Еи̮лера–Лаґранжа
(2.3). Підставляючи з (2.9) і (2.10) вирази для Δϕ і Δℒ, знаходимо:

∂ஜ𝑗ஜ = 0, для 𝑗ஜ(𝑥) = ∂ℒ
∂(∂ஜϕ)

ζ(𝑥) − 𝒥ஜ(𝑥). (2.12)

(Якщо симетрія включає більше одного поля, то першии̮ доданок у виразі
для 𝑗ஜ(𝑥) слід замінити на суму таких доданків— по одному для кожного
поля.) Цеи̮ результат означає, що струм 𝑗ஜ(𝑥) зберігається. Для кожноı̈ без-
перервноı̈ симетріı̈ ℒ маємо відповіднии̮ закон збереження.

Закон збереження також може бути сформульовано як твердження, що
заряд

𝑄 ≡ න
весь простір

𝑗଴ 𝑑ଷ𝐱 (2.13)
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залишається незмінним у часі. Проте зауважимо, що формулювання теоріı̈
поля в термінах питомого лаґранжіана безпосередньо призводить до ло-
кальноı̈ форми закону збереження (2.12).

Наи̮простішии̮ приклад такого закону збереження випливає з лаґранжі-
ана, що має лише кінетичнии̮ член: ℒ = ଵ

ଶ (∂ஜϕ)
ଶ. Перетворення ϕ → ϕ+ α,

де α є константою, залишає ℒ незмінним, з чого ми робимо висновок, що
струм 𝑗ஜ = ∂ஜϕ зберігається. Як менш тривіальнии̮ випадок, розглянемо
лаґранжіан

ℒ = |∂ஜϕ|ଶ −𝑚ଶ|ϕ|ଶ, (2.14)
деϕ тепер комплексне поле. Миможемо з легкістю показати, що рівнянням
руху для цього лаґранжіана знов-таки є рівняння Кляи̮на–Ґордона (2.7).
Цеи̮ лаґранжіан інваріантнии̮ відносно перетворення ϕ → ϕ𝑒௜஑; для інфі-
нітезимального перетворення отримуємо

Δϕ = αζ = 𝑖αϕ; Δϕ∗ = αζ∗ = −𝑖αϕ∗ (2.15)

(Ми розглядаємо ϕ і ϕ∗ як незалежні поля. Альтернативно ми могли б пра-
цювати з діи̮сною та уявною складовими поляϕ.) Тепер неважко показати,
що збережении̮ нотерів струм має вигляд

𝑗ஜ = 𝑖[(∂ஜϕ∗)ϕ − ϕ∗(∂ஜϕ)] . (2.16)

(Спільнии̮ множник обрано довільно.) Застосувавши рівняння Кляи̮на–
Ґордона, можемо безпосередньо перевірити, що дивергенція цього струму
дорівнює нулю. Згодом ми додамо до лаґранжіана член, якии̮ пов’язує ϕ
з електромаґнітним полем. Тоді інтерпретуємо 𝑗ஜ як питомии̮ електрома-
ґнітнии̮ струм комплексного скалярного поля, а просторовии̮ інтеґрал від
𝑗଴ —як електричнии̮ заряд.

Теорему Нотер також можна застосувати до просторово-часових пере-
творень на зразок трансляціи̮ і обертань. Альтернативно ми можемо опи-
сати інфінітезимальну трансляцію

𝑥ஜ → 𝑥ஜ − 𝑎ஜ,

як перетворення поля

ϕ(𝑥) → ϕ(𝑥 + 𝑎) = ϕ(𝑥) + 𝑎ஜ∂ஜϕ(𝑥).

Лаґранжіан також є скаляром, тому він має перетворюватися таким самим
чином:

ℒ → ℒ + 𝑎ஜ∂ஜℒ = ℒ + 𝑎ஜ∂஝൫δ஝ஜℒ൯ .
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Порівнявши цеи̮ вираз з (2.10), ми бачимо, що тепер маємо ненульовии̮
струм 𝒥஝. 3 Взявши и̮ого в розрахунок, можемо застосувати теорему Нотер
для одержання чотирьох окремо збережених струмів:

𝑇஝ஜ ≡
∂ℒ

∂(∂஝ϕ)
∂ஜϕ − δ஝ஜℒ, або 𝑇஝ஜ ≡ ∂ℒ

∂(∂஝ϕ)
∂ஜϕ − 𝑔஝ஜℒ. (2.17)

Це є достоту тензор енерґії-напружень, якии̮ також називається тензором
енерґії-імпульсу поляϕ. Збережении̮ заряд, пов’язании̮ з часовими трансля-
ціями, є гамільтоніаном:

𝐻 = න𝑇଴଴ 𝑑ଷ𝐱 = නℋ𝑑ଷ𝐱. (2.18)

При обчисленні цієı̈ величини для поля Кляи̮на–Ґордона, можна ще раз
отримати результат (2.8). Збережені заряди, пов’язані з просторовими
трансляціями, є:

𝑃௜ = න𝑇଴௜ 𝑑ଷ𝐱 = −නπ∂௜ϕ𝑑ଷ𝐱, (2.19)

і ми інтерпретуємо ı̈х як (фізичнии̮) імпульс, що переноситься полем (не
плутати з канонічним імпульсом).

§2.3. ПолеКляйна–Ґордонаяксистемагармонійнихосци-
ляторів

Обговорення квантової теоріı̈ поля почнемо з доситьформального розгля-
ду наи̮простішого випадку— діи̮сного поля Кляи̮на–Ґордона. Ідея полягає
в тому, щоб почати з класичноı̈ теоріı̈ скалярного поля, описаного лаґран-
жіаном (2.6), а потім „проквантувати“ и̮ого, тобто реінтерпретувати дина-
мічні змінні, як оператори, що задовольняють канонічним комутаціи̮ним
співвідношенням.4 Далі ми „розв’язуємо“ теорію, знаходячи власні значен-
ня та власні стани гамільтоніана, використовуючи для аналоґіı̈ гармоніи̮-
нии̮ осцилятор.

Класична теорія діи̮сного поляКляи̮на–Ґордона була стисло (але доста-
тньо) викладена в попередньому параґрафі; відповідні вирази наведено у
3А точніше, чотири струми (за кількістю ступенів свободи трансляціи̮), які разом склада-
ють тензор другого ранґу 𝒥ಕಔ ୀ ஔಕಔℒ. Відповідно, і чотири збережені струми утворюють
тензор. ( Прим. перекл.)
4Цяпроцедура називається повторним квантуванням,щоб відрізняти отримане в резуль-
таті рівняння Кляи̮на–Ґордона (у якому ம є оператором) від старого одночасткового рів-
няння Кляи̮на–Ґордона (в якому ம було хвильовою функцією). У нашому курсі ми ніколи
не звертаємося до другоı̈ точки зору, а починаємо з класичного рівняння (в якомуம є кла-
сичним полем) і квантуємо и̮ого лише один раз.
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формулах (2.6), (2.7) і (2.8). При квантуванні теоріı̈ ми дотримуємося тієı̈
ж процедури, що и̮ для будь-якоı̈ іншоı̈ динамічноı̈ системи: перетворюємо
ϕ та π на оператори і накладаємо на них відповідні комутаціи̮ні співвідно-
шення. Нагадаємо, що для дискретноı̈ системи з однієı̈ або кількох часток
комутаціи̮ні співвідношення є такі:

[𝑞௜ , 𝑝௝] = 𝑖δ௜௝;
[𝑞௜ , 𝑞௝] = [𝑝௜ , 𝑝௝] = 0.

Узагальнення для безперервноı̈ системи цілком природне— оскільки π(𝐱)
є питомим імпульсом, то замість символу Кронекера беремо дельта-фун-
кцію Дірака:

[ϕ(𝐱), π(𝐲)] = 𝑖δ(ଷ)(𝐱 − 𝐲);
[ϕ(𝐱), ϕ(𝐲)] = [π(𝐱), π(𝐲)] = 0. (2.20)

(Наразі ми використовуємо картину Шродинґера, в якіи̮ ϕ і π не залежать
від часу. В наступному параґрафі ми переи̮демо до картини Гаи̮зенберґа, і
ці „рівночасові“ комутаціи̮ні співвідношення збережуть свою чинність за
умови, що обидва оператори розглядаються в один і тои̮ же момент часу.)

Гамільтоніан, як функція ϕ і π, також стає оператором. Нашою насту-
пною задачею є пошук и̮ого спектру. Оскільки немає очевидного способу
зробити це, спробуємо записати рівняння Кляи̮на–Ґордона у фур’є-просто-
рі. Якщо ми розкладемо класичне поле Кляи̮на–Ґордона як

ϕ(𝐱, 𝑡) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ 𝑒

௜𝐩⋅𝐱ϕ(𝐩, 𝑡)

(де ϕ∗(𝐩) = ϕ(−𝐩), тож ϕ(𝐱) діи̮сна величина), то рівняння (2.7) набуває
вигляду

ቈ ∂
ଶ

∂𝑡ଶ + (|𝐩|ଶ +𝑚ଶ)቉ ϕ(𝐩, 𝑡) = 0. (2.21)

Воно цілком збігається з рівнянням для простого гармоніи̮ного осцилято-
ра з частотою

ω𝐩 = ට|𝐩|ଶ +𝑚ଶ. (2.22)

З курсу квантовоı̈ механіки нам відомо, як знаходити спектр простого
гармоніи̮ного осцилятора. Коротко нагадаємо, як це робиться. Запишемо
гамільтоніан у вигляді

𝐻 = ଵ
ଶ 𝑝

ଶ + ଵ
ଶ ω

ଶ𝑞ଶ.
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Щоб знаи̮ти власні значення 𝐻, запишемо 𝑞 і 𝑝 в термінах сходових опера-
торів aற та a (або операторів народження і знищення):

𝑞 = 1
√2ω

(a+ aற); 𝑝 = −𝑖ටω2 (a− aற). (2.23)

Канонічні комутаціи̮ні співвідношення [ϕ, π] = 𝑖 еквівалентні до

[a, aற] = 1. (2.24)

Тепер гамільтоніан можна переписати як

𝐻 = ωቀaறa+ ଵ
ଶ ቁ .

Стан |0⟩, такии̮, щоa|0⟩ = 0, є власним станом𝐻 з власним значенням ଵ
ଶω—

енерґією нульових коливань. Крім того, комутатори

[𝐻, aற] = ωaற, [𝐻, a] = −ωa

легко дозволяють встановити, що

|𝑛⟩ ≡ (aற)௡|0⟩

є власними станами𝐻 з власними значеннями ൫𝑛 + ଵ
ଶ൯ω. Ці стани вичерпу-

ють спектр.
Ми можемо знаи̮ти спектр гамільтоніана Кляи̮на–Ґордона, застосував-

ши точно такии̮ прии̮ом, проте тепер кожна фур’є-мода поля має розгляда-
тися, як незалежнии̮ осцилятор зі своı̈ми власними a і aற. За аналоґією з
(2.23), пишемо

ϕ(𝐱) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2ω𝐩

൫a𝐩𝑒௜𝐩⋅𝐱 + aற𝐩𝑒ି௜𝐩⋅𝐱൯ ; (2.25)

π(𝐱) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ (−𝑖)

ටω𝐩
2 ൫a𝐩𝑒௜𝐩⋅𝐱 − aற𝐩𝑒ି௜𝐩⋅𝐱൯ . (2.26)

Зворотні вирази для для a𝐩 і aற𝐩 через ϕ і π легко виводяться, але рідко
використовуються. Для подальших обчислень корисно переписати (2.25)
і (2.26) у такому вигляді:

ϕ(𝐱) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2ω𝐩

൫a𝐩 + aறି𝐩൯ 𝑒௜𝐩⋅𝐱; (2.27)

π(𝐱) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ (−𝑖)

ටω𝐩
2 ൫a𝐩 − aறି𝐩൯ 𝑒௜𝐩⋅𝐱. (2.28)



30 Розділ 2. Поле Кляи̮на–Ґордона

Комутаціи̮не співвідношення (2.24) стає

[a𝐩, aற𝐩ᇲ] = (2π)ଷδ(ଷ)(𝐩 − 𝐩ᇱ), (2.29)

і з нього можемо переконатися, що комутаторϕ і π дає правильнии̮ резуль-
тат:

[ϕ(𝐱), π(𝐱)] = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ න 𝑑ଷ𝐩ᇱ

(2π)ଷ
(−𝑖)
2 ඨ

ω𝐩ᇲ

ω𝐩
×

× ቀ[aறି𝐩, a𝐩ᇲ] − [a𝐩, aறି𝐩ᇲ]ቁ 𝑒௜(𝐩⋅𝐱ା𝐩
ᇲ⋅𝐱ᇲ) =

= 𝑖δ(ଷ)(𝐱 − 𝐱ᇱ).

(2.30)

(Якщо це и̮ подальші обчислення для вас незвичні, просимо уважно ı̈х про-
робити; після короткоı̈ практики вони стають надзвичаи̮но простими, але
мають фундаментальне значення для формалізму наступних двох розді-
лів.)

Тепер ми готові записати гамільтоніан у термінах сходових операторів.
Підставляючи в (2.8) вирази для ϕ і π, отримуємо

𝐻 = න𝑑ଷ𝐱 න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ න 𝑑ଷ𝐩ᇱ

(2π)ଷ 𝑒
௜(𝐩ି𝐩ᇲ)⋅𝐱ቊ−√ω𝐩ω𝐩ᇲ

4 (a𝐩 − aறି𝐩)×

×(a𝐩ᇲ − aறି𝐩ᇲ) +
𝑚ଶ − 𝐩 ⋅ 𝐩ᇱ
4√ω𝐩ω𝐩ᇲ

(a𝐩 + aறି𝐩)(a𝐩ᇲ + aறି𝐩ᇲ)ቋ =

= න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ ω𝐩ቀaற𝐩a𝐩 + ଵ

ଶ[a𝐩, a
ற
𝐩]ቁ .

(2.31)

Другии̮ доданок пропорціи̮нии̮ нескінченному 𝑐-числу δ(0). Це є просто су-
ма за всіма модами з енерґією нульових коливань ω𝐩/2, тож ı̈ı̈ присутність
цілкомочікувана, хоч і викликає певну розгубленість. Нащастя, цеи̮ нескін-
ченнии̮ зсув енерґіı̈ не може бути виявлении̮ експериментально, оскільки
в усіх дослідах вимірюють лише різницюміж наявною енерґією та енерґією
основного стану 𝐻. Тому ми надалі іґноруватимемо цеи̮ нескінченнии̮ по-
стіи̮нии̮ член у всіх наших обчисленнях.Можливо, такии̮ зсув енерґіı̈ основ-
ного стану здатнии̮ створити проблему на глибшому рівні теоріı̈; ми обго-
воримо це питання в епілозі.

Використовуючи вираз для гамільтоніана в термінах a𝐩 і aற𝐩, неважко
знаи̮ти комутатори:

[𝐻, aற𝐩] = ω𝐩a
ற
𝐩; [𝐻, a𝐩] = −ω𝐩a𝐩 (2.32)

А тепер можемо виписати спектр теоріı̈, так само як і для простого гармо-
ніи̮ного осцилятора. Стан |0⟩, такии̮, що a𝐩|0⟩ = 0 для всіх 𝐩, є основним
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станом, або вакуумом, і и̮ого енерґія 𝐸 = 0 після відкидання нескінченноı̈
константи у (2.31). Решту власних станів енерґіı̈ можна побудувати через
дію операторів народження aற𝐩 на |0⟩. Стан aற𝐩a

ற
𝐪⋯|0⟩ є власним станом га-

мільтоніана 𝐻 з енерґієюω𝐩 +ω𝐪 +⋯. Ці стани вичерпують спектр.
Знаи̮шовши спектр гамільтоніана, спробуи̮мо дати інтерпретацію и̮ого

власних станів. Шляхом обчислень, цілком подібних до (2.31), ми можемо
записати оператор повного імпульсу (2.19) як

𝐏 = −න𝑑ଷ𝐱π(𝐱)∇ϕ(𝐱) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ 𝐩aற𝐩a𝐩. (2.33)

Отже, оператор aற𝐩 народжує стан з імпульсом 𝐩 та енерґією ω𝐩 =
ඥ|𝐩|ଶ +𝑚ଶ. Так само станaற𝐩a

ற
𝐪⋯|0⟩має імпульс𝐩+𝐪+⋯. Цілком природно

називати ці збудження частками, оскільки вони є дискретними об’єктами
з належним релятивістським співвідношенням між імпульсом та енерґією.
(Під часткою ми не маємо на увазі щось локалізоване у просторі; aற𝐩 наро-
джує частки як власні стани імпульсу). Відтепер ми замістьω𝐩 писатимемо
𝐸𝐩 (або просто 𝐸), бо насправді це є енерґія частки. Зазначимо між іншим,
що енерґія завжди позитивна: 𝐸𝐩 = ඥ|𝐩|ଶ +𝑚ଶ.

Цеи̮ формалізм також дозволяє визначити тип статистики наших ча-
сток. Розгляньмодвочастковии̮ станaற𝐩aற𝐪|0⟩. Оскількиaற𝐩 іaற𝐪 комутують, то
цеи̮ стан тотожнии̮ станові aற𝐪aற𝐩|0⟩, у якому дві частки переставлені місця-
ми. Більше того, в одніи̮ простіи̮ моді 𝐩 може перебувати скільки завгодно
часток (точно так, як простии̮ гармоніи̮нии̮ осцилятор може бути збудже-
нии̮ до довільно високого рівня). З чого ми робимо висновок, що частки
Кляи̮на–Ґордона підкоряються статистиці Бозе–Ейнштейна.

Природно вибрати нормування вакууму, як ⟨0|0⟩ = 1. Одночасткові
стани |𝐩⟩ ∝ aற𝐩|0⟩ також часто виникатимуть при нашому розгляді, то-
му варто домовитися про ı̈х нормування. Наи̮простіше нормування ⟨𝐩|𝐪⟩=
(2π)ଷδ(ଷ)(𝐩 − 𝐪), що використовується в багатьох книгах, не є лоренц-ін-
варіантним, в чому ми можемо пересвідчитися, розглядаючи дію бусту в
напрямку третьоı̈ просторовоı̈ осі. Такии̮ буст дає: 𝑝ᇱଷ = γ(𝑝ଷ + β𝐸), 𝐸ᇱ =
γ(𝐸 + β𝑝ଷ). Застосовуючи тотожність для дельта-функціı̈

δ[𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥଴)] =
1

|𝑓ᇱ(𝑥଴)|
δ(𝑥 − 𝑥଴), (2.34)
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можемо обчислити
δ(ଷ)(𝐩 − 𝐪) = δ(ଷ)(𝐩ᇱ − 𝐪ᇱ) 𝑑𝑝ଷ

ᇱ

𝑑𝑝ଷ
=

= δ(ଷ)(𝐩ᇱ − 𝐪ᇱ) γቆ1 + β 𝑑𝐸𝑑𝑝ଷ
ቇ =

= δ(ଷ)(𝐩ᇱ − 𝐪ᇱ) γ𝐸 (𝐸 + β𝑝ଷ) =

= δ(ଷ)(𝐩ᇱ − 𝐪ᇱ) 𝐸
ᇱ

𝐸 .
Проблема в тому, що об’єм не є інваріантним відносно бустів; ящик, чии̮
об’єм у своı̈и̮ системі спокою дорівнює 𝑉, у рухоміи̮ системі, завдяки лорен-
цовому скороченню, має об’єм 𝑉/γ. Проте з проведеного обчислення ми ба-
чимо, що величина 𝐸𝐩δ(ଷ)(𝐩 − 𝐪) лоренц-інваріантна. Відтак визначаємо:

|𝐩⟩ = ඥ2𝐸𝐩aற𝐩|0⟩, (2.35)
а отже

⟨𝐩|𝐪⟩ = 2𝐸𝐩(2π)ଷδ(ଷ)(𝐩 − 𝐪). (2.36)
(Множник 2 не є необхідним, але він зручнии̮ з огляду на присутність мно-
жника 2 в (2.25).)

У гільбертовому просторі квантових станів перетворенняЛоренцаΛ діє
як унітарнии̮ оператор 𝑈(Λ). Наша умова нормування (2.35) дає

𝑈(Λ)|𝐩⟩ = | Λ𝐩⟩. (2.37)
Застосувавши перетворення Лоренца до оператора aற𝐩, маємо

𝑈(Λ)aற𝐩 𝑈ିଵ(Λ) = ඨ𝐸ஃ𝐩𝐸𝐩
aறஃ𝐩. (2.38)

При такому нормуванні треба вживати множник (2𝐸𝐩)ିଵ і в деяких інших
виразах. Наприклад, співвідношення повноти для одночасткових станів
(1Ч) буде таким:

ℐ1Ч = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ |𝐩⟩

1
2𝐸𝐩

⟨𝐩 |, (2.39)

де оператор зліва є простою тотожністю для одночасткових станів і нульо-
вим на решті гільбертового простору.5 Інтеґрали такого вигляду зустріча-
тимуться досить часто; і справді, інтеґрал

න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

= න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ (2π)δ(𝑝

ଶ −𝑚ଶ)ቤ
௣బவ଴

(2.40)

5Інакше кажучи, ℐ1Ч є ортоґональним проектором на підпростір одночасткових станів
гільбертового простору квантовоı̈ теоріı̈ поля— т. зв. простору Фока. (Прим. перекл.)



§ 2.4. Поле Кляи̮на–Ґордона як система гармоніи̮них осциляторів 33

є лоренц-інваріантним інтеґралом по 3-імпульсному простору в тому сенсі,
щодлябудь-якоı̈ лоренц-інваріантноı̈𝑓(𝑝)вираз∫𝑑ଷ𝐩𝑓(𝑝)/(2𝐸𝐩) єлоренц-
інваріантним. Інтеґрування проводиться по верхніи̮ гілці 𝑝଴ > 0 гіперболо-
ı̈да 𝑝ଶ = 𝑚ଶ у 4-імпульсному просторі (Рис. 2.2).

Рис. 2.2.Лоренц-інваріантнии̮ інтеґрал у 3-імпульсному просторі береться
по верхніи̮ гілці гіперболоı̈да ௣ଶ ୀ ௠ଶ.

Назавершеннярозглянемо інтерпретаціюстануϕ(𝐱)|0⟩. Із виразу (2.25)
ми бачимо, що

ϕ(𝐱)|0⟩ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

𝑒ି௜𝐩⋅𝐱|𝐩⟩ (2.41)

є лініи̮ною суперпозицією одночасткових станів з визначеним імпульсом.
Якби не множник (2𝐸𝐩)ିଵ, то (2.41) цілком збігався б з відомим нереляти-
вістським виразом для власного стану оператора координати |𝐱⟩; насправ-
діждодатковии̮множникмаи̮жепостіи̮нии̮ длямалих (нерелятивістських)
𝐩. Томунадалімидотримуватимемосятакоı̈ ж інтерпретаціı̈ і вважатимемо,
що оператор ϕ(𝐱), діючи на вакуум, народжує частку в 𝑥. Ця інтерпретація
отримує додаткове підтвердження, коли обчислити

⟨0|ϕ(𝐱)|𝐩⟩ = ⟨0| න 𝑑ଷ𝐩ᇱ
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩ᇲ

ቀa𝐩ᇲ𝑒௜𝐩
ᇲ⋅𝐱 + aற𝐩ᇲ𝑒ି௜𝐩

ᇲ⋅𝐱ቁඥ2𝐸𝐩 aற𝐩|0⟩ =

= 𝑒௜𝐩⋅𝐱.
(2.42)

Миможемо інтерпретувати це як координатне представлення одночастко-
воı̈ хвильовоı̈ функціı̈ |𝐩⟩, так само як у нерелятивістськіи̮ квантовіи̮ меха-
ніці ⟨𝐱|𝐩⟩∝ 𝑒௜𝐩⋅𝐱 є хвильовою функцією стану |𝐩⟩.
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§2.4. Поле Кляйна–Ґордона у просторі-часі

У попередньому параґрафі ми проквантували поле Кляи̮на–Ґордона в кар-
тині Шродинґера і інтерпретували побудовану нами теорію в термінах ре-
лятивістських часток. У цьомупараґрафі переи̮демодо картиниГаи̮зенбер-
ґа, в якіи̮ буде легшерозглядати залежність величинвід часу і питанняпри-
чинності. Після деякоı̈ підготовки ми повернемося до питання причинного
розповсюдження, порушеного в § 2.1. Також одержимо вираз для пропаґа-
тора Кляйна–Ґордона, важливоı̈ складовоı̈ правил Феи̮нмана, які буде роз-
роблено в Розділі 4.

У картині Гаи̮зенберґа ми робимоϕ та π залежними від часу звичаи̮ним
чином— за допомогою оператора еволюціı̈ 𝑒ି௜ு௧:

ϕ(𝑥) = ϕ(𝐱, 𝑡) = 𝑒௜ு௧ϕ(𝐱)𝑒ି௜ு௧ (2.43)

і так само для π(𝑥) = π(𝐱, 𝑡). Рівняння руху Гаи̮зенберґа,

𝑖 ∂
∂𝑡𝒪 = [𝒪, 𝐻] (2.44)

дозволяє знаи̮ти залежність ϕ та π від часу:

𝑖∂ϕ(𝐱, 𝑡)
∂𝑡 = ൤ϕ(𝐱, 𝑡), න𝑑ଷ𝐱ᇱቀଵଶ π

ଶ(𝐱ᇱ, 𝑡) + ଵ
ଶ(∇ϕ(𝐱

ᇱ, 𝑡))ଶ + ଵ
ଶ 𝑚

ଶϕଶ(𝐱ᇱ, 𝑡)ቁ൨ =

= න𝑑ଷ𝐱ᇱ ൫𝑖δ(ଷ)(𝐱 − 𝐱ᇱ) π(𝐱ᇱ, 𝑡)൯ =

= 𝑖π(𝐱, 𝑡);

𝑖∂π(𝐱, 𝑡)
∂𝑡 = ൤π(𝐱, 𝑡), න𝑑ଷ𝐱ᇱቀଵଶ π

ଶ(𝐱ᇱ, 𝑡) + ଵ
ଶ ϕ(𝐱

ᇱ, 𝑡)(−∇ଶ +𝑚ଶ)ϕ(𝐱ᇱ, 𝑡)ቁ൨ =

= න𝑑ଷ𝐱ᇱ ൫𝑖δ(ଷ)(𝐱 − 𝐱ᇱ) (−∇ଶ +𝑚ଶ)ϕ(𝐱, 𝑡)൯ =

= −𝑖(−∇ଶ +𝑚ଶ)ϕ(𝐱, 𝑡).

Об’єднуючи обидва результати, маємо

∂ଶϕ
∂𝑡ଶ = (∇ଶ −𝑚ଶ)ϕ, (2.45)

що і є рівнянням Кляи̮на–Ґордона.
Ми можемо краще зрозуміти залежність ϕ(𝑥) і π(𝑥) від часу, записавши

ı̈х через оператори народження і знищення. Насамперед зазначимо, що

𝐻a𝐩 = a𝐩 (𝐻 − 𝐸𝐩),
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а отже,
𝐻௡a𝐩 = a𝐩 (𝐻 − 𝐸𝐩)௡,

для будь-якого 𝑛. Таке ж співвідношення (з заміною „−“ на „+“) справедли-
ве для aற𝐩. Звідси одержуємо тотожності

𝑒௜ு௧a𝐩𝑒ି௜ு௧ = a𝐩𝑒ି௜ா𝐩௧, 𝑒௜ு௧aற𝐩𝑒ି௜ு௧ = aற𝐩𝑒௜ா𝐩௧ (2.46)

які можемо використати після підстановки значення ϕ(𝐱) з (2.25) у (2.43),
щоб знаи̮ти потрібнии̮ вираз для гаи̮зенберґового оператораϕ(𝑥). (Ми зав-
жди будемо використовувати символи a𝐩 і aற𝐩 для позначення незалежних
від часу сходових операторів у картині Шродинґера.) В результаті,

ϕ(𝐱, 𝑡) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

൫a𝐩𝑒ି௜௣⋅௫ + aற𝐩𝑒௜௣⋅௫൯ห௣బୀா𝐩 ;

π(𝐱, 𝑡) = ∂

∂𝑡ϕ(𝐱, 𝑡).
(2.47)

Варто відзначити, щомиможемо виконати такі жманіпуляціı̈ з𝐏 замість𝐻,
щоб виразити ϕ(𝐱) через ϕ(0). За аналоґією з (2.46), можна показати:

𝑒ି௜𝐏⋅𝐱a𝐩𝑒௜𝐏⋅𝐱 = a𝐩𝑒௜𝐩⋅𝐱, 𝑒ି௜𝐏⋅𝐱aற𝐩𝑒௜𝐏⋅𝐱 = aற𝐩𝑒ି௜𝐩⋅𝐱 (2.48)

а відтак,

ϕ(𝑥) = 𝑒௜(ு௧ି𝐏⋅𝐱)ϕ(0)𝑒ି௜(ு௧ି𝐏⋅𝐱) =
= 𝑒௜௉⋅௫ϕ(0)𝑒௜௉⋅௫,

(2.49)

де 𝑃ஜ = (𝐻, 𝐏). (Позначення тут дещо плутані, але стандартні. Нагадаємо,
що 𝐏—оператор імпульсу, чиє власне значення є повним імпульсом систе-
ми. Водночас, 𝐩— імпульс однієı̈ фур’є-моди поля, що и̮ого ми інтерпрету-
ємо як імпульс частки в ціи̮ моді. Для одночасткового стану з визначеним
імпульсом величина 𝐩 є власним значенням оператора 𝐏.)

Рівняння (2.47) явно демонструє корпускулярно-хвильовии̮ дуалізм
квантованого поля ϕ(𝑥). З одного боку, ϕ(𝑥) представлено оператором
у гільбертовому просторі, якии̮ народжує і знищує частки, що є кванта-
ми збудження поля. З іншого боку, ϕ(𝑥) записано як лініи̮ну комбінацію
рішень 𝑒௜௣⋅௫ і 𝑒ି௜௣⋅௫ хвильового рівняння Кляи̮на–Ґордона. В експоненті
з’являються обидва знаки для часовоı̈ залежності: ми знаходимо як 𝑒ି௜௣బ௧,
так і 𝑒ା௜௣బ௧, причому 𝑝଴ завжди позитивнии̮. Якби це були одночасткові хви-
льові функціı̈, то вони відповідали б станам з позитивною і неґативною
енерґіями; далі ми називатимемо ı̈х позитивно- і неґативно-частотними
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модами. Таке поєднання між сходовими операторами і хвильовими форма-
ми властиве для всіх вільних квантових полів. Позитивно-частотне ріше-
ння рівняння поля має за коефіцієнт оператор знищення частки з відпо-
відною одночастковою хвильовою функцією. Неґативно-частотне рішен-
ня рівняння поля, що є ермітово спряженим до позитивно-частотного, має
за коефіцієнт оператор народження частки з відповідною одночастковою
хвильовою функцією і позитивним значенням енерґіı̈. За такоı̈ інтерпрета-
ціı̈, наявність у релятивістського хвильового рівняння як позитивно-, так і
неґативно-частотних рішень, не суперечить вимозі, щоб розумна квантова
теорія мала лише позитивні енерґетичні збудження.

Причинність

Повернімось тепер до питання причинності, порушеного на початку цьо-
го розділу. В наявному формалізмі, що спирається на картину Гаи̮зенбер-
ґа, амплітуда розповсюдження частки від 𝑦 до 𝑥 є ⟨0|ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|0⟩. Позна-
чимо цю величину як 𝐷(𝑥 − 𝑦). Кожен оператор ϕ(𝑥) є сумою операторів
a та aற, але у виразі для амплітуди ненульовии̮ лише член ⟨0|a𝐩aற𝐪|0⟩ =
(2π)ଷδ(ଷ)(𝐩 − 𝐪). Легко переконатися, що в нас залишається тільки

𝐷(𝑥 − 𝑦) = ⟨0|ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|0⟩ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬). (2.50)

У (2.40) ми вже довели, що інтеґрали такого вигляду лоренц-інваріантні.
Тепер обчислимо цеи̮ інтеґрал для конкретних значень 𝑥 − 𝑦.

Наи̮перше розглянемо випадок, коли різниця 𝑥 − 𝑦 спрямована вздовж
часовоı̈ осі: 𝑥଴ − 𝑦଴ = 𝑡, 𝐱 − 𝐲 = 0. (Якщо інтервал від 𝑦 до 𝑥 часоподібнии̮,
то завжди знаи̮деться система, в якіи̮ виконується ця умова.) Тоді маємо

𝐷(𝑥 − 𝑦) = 4π
(2π)ଷ

ஶ

න
଴

𝑑𝑝 𝑝ଶ
2ඥ𝑝ଶ +𝑚ଶ

𝑒ି௜ඥ௣మା௠మ ௧ =

= 1
4πଶ

ஶ

න
௠

𝑑𝐸 ඥ𝐸ଶ −𝑚ଶ 𝑒ି௜ா௧ ∼
௧→ஶ

∼
௧→ஶ

𝑒ି௜௠௧.

(2.51)

Далі розглянемо випадок, коли різниця 𝑥−𝑦 чисто просторова: 𝑥଴−𝑦଴ = 0,
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𝐱 − 𝐲 = 𝐫. Тоді амплітуда така:

𝐷(𝑥 − 𝑦) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

𝑒௜𝐩⋅𝐫 =

= 2π
(2π)ଷ

ஶ

න
଴

𝑑𝑝 𝑝ଶ
2𝐸𝐩

𝑒௜௣௥ − 𝑒ି௜௣௥
𝑖𝑝𝑟 =

= −𝑖
2(2π)ଶ𝑟

ஶ

න
ିஶ

𝑑𝑝 𝑝 𝑒௜௣௥

ඥ𝑝ଶ +𝑚ଶ
.

Якщо розглядати підінтеґральнии̮ вираз як функцію комплексноı̈ змінноı̈
𝑝, то вона має розрізи вздовж уявноı̈ осі, що починаються в точках ±𝑖𝑚
(Рис. 2.3). Для обчислення інтеґрала пересунемо контур так, щоб він огор-
нув розріз у верхніи̮ півплощині. Позначивши ρ = −𝑖𝑝, ми отримуємо

1
4πଶ𝑟

ஶ

න
௠

𝑑ρ ρ 𝑒ି஡௥

ඥρଶ −𝑚ଶ
∼
௧→ஶ

𝑒ି௠௥ . (2.52)

Отже, поза межами світлового конуса амплітуда експоненціи̮но зменшує-
ться, проте залишається ненульовою.

Рис. 2.3. Контур для обчислення амплітуди розповсюдження ஽(௫ ି ௬) по
простороподібному інтервалу.

Утім, для справжнього розгляду причинності ми мусимо задатися пита-
нням не про те, чи може частка розповсюджуватися на простороподібні ін-
тервали, а про те, чи може вимірювання в одніи̮ точці вплинути на вимірю-
вання в іншіи̮, якщо ці точки відокремлені простороподібним інтервалом.
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Наи̮простіше, миможемо спробувати виміряти полеϕ(𝑥) і для цього маємо
вирахувати комутатор [ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)]; якщо він нульовии̮, то одне вимірюва-
ння не здатне вплинути на інше. І справді, якщо цеи̮ комутатор дорівнює
нулю для (𝑥− 𝑦)ଶ < 0, то причинність зберігається і в загальному випадку,
оскільки комутатори від будь-яких функціи̮ ϕ(𝑥), включно з π(𝑥) = ∂ϕ/∂𝑡,
такожбудуть нульовими. Звичаи̮но, ми знаємо з рівняння (2.20), що цеи̮ ко-
мутатор нульовии̮ при 𝑥଴ = 𝑦଴; а зараз проведемо загальніші розрахунки:

[ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)] = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

න 𝑑ଷ𝐪
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐪

×

× ൣ൫a𝐩𝑒ି௜௣⋅௫ + aற𝐩𝑒௜௣⋅௫൯ , ൫a𝐪𝑒ି௜௤⋅௫ + aற𝐪𝑒௜௤⋅௫൯൧ =

= න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

൫𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬) − 𝑒௜௣⋅(௫ି௬)൯ =

= 𝐷(𝑥 − 𝑦) − 𝐷(𝑦 − 𝑥).

(2.53)

Якщо (𝑥 − 𝑦)ଶ < 0, ми можемо здіи̮снити перетворення Лоренца над дру-
гим доданком (позаяк кожен з них лоренц-інваріантнии̮), що переводить
(𝑥 − 𝑦) → −(𝑥 − 𝑦) (Рис. 2.4). Отже два члени виявляються рівними і скоро-
чуються; причинність зберігається. Зазначимо, що для (𝑥−𝑦)ଶ > 0 не існує
такого безперервного перетворення Лоренца, щоб (𝑥 − 𝑦) → −(𝑥 − 𝑦). У
цьому разі, згідно з (2.51), амплітуда (на щастя) ненульова і для окремого
випадку 𝐱 − 𝐲 = 0 має приблизнии̮ вигляд (𝑒ି௜௠௧ − 𝑒௜௠௧) . З цього ми ро-
бимо висновок, що жодне вимірювання в теоріı̈ Кляи̮на–Ґордона не може
вплинути інше вимірювання поза межами світлового конуса.

Рис. 2.4. Коли різниця ௫ି௬ простороподібна, існує таке безперервне пере-
творення Лоренца, що (௫ ି ௬) → ି(௫ ି ௬).

Таким чином, у теоріı̈ Кляи̮на–Ґордона дотримується принцип причин-
ності, як ми і стверджували наприкінці § 2.1. Проте для належного розу-
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міння цього механізму треба включити в контекст нашого розгляду ком-
плексне поле Кляи̮на–Ґордона, що має два різні типи збудження—для ча-
сток і античасток. Як було зазначено при обговоренні (2.15), миможемодо-
дати в теорію Кляи̮на–Ґордона збережении̮ заряд, вважаючи поле ϕ(𝑥) не
діи̮сним, а комплексним. Після квантування комплексноı̈ скалярноı̈ теоріı̈
поля (див. Задачу 2.2) ϕ(𝑥) народжуватиме позитивно заряджені і знищу-
ватиме неґативно заряджені частки, тим часом як ϕற(𝑥) діятиме протиле-
жним чином. Тоді комутатор [ϕ(𝑥), ϕற(𝑦)] матиме ненульові складові, які
для збереження причинності повинні точно скорочуватися поза світловим
конусом. Ці складові мають просторово-часову інтерпретацію двох додан-
ків у (2.53), але вже з приписанимидоних зарядами. Першии̮ доданок пред-
ставлятиме амплітуду розповсюдження неґативно зарядженоı̈ частки від
𝑦 до 𝑥. Другии̮ доданок представлятиме амплітуду розповсюдження пози-
тивно зарядженоı̈ частки від 𝑥 до 𝑦. Для існування цих двох процесів і то-
чного скорочення ı̈х амплітуд, обидві частки повинні існувати і мати одна-
кові маси. У квантовіи̮ теоріı̈ поля причинність вимагає, щоб у кожноı̈ час-
тки була відповідна античастка з такою ж масою і протилежними кванто-
вими числами (у даному випадку, електричним зарядом). Для діи̮сного по-
ля Кляи̮на–Ґордона частка є своєю власною античасткою.

Пропаґатор Кляйна–Ґордона

Трохи докладніше вивчимо комутатор [ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)]. Оскільки він є 𝑐-чи-
слом, ми можемо записати [ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)] = ⟨0|[ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)]|0⟩. Цеи̮ вираз мо-
жна переписати у вигляді чотиривимірного інтеґрала, якии̮ для 𝑥଴ > 𝑦଴

⟨0|[ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)]|0⟩ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

൫𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬) − 𝑒௜௣⋅(௫ି௬)൯ =

= න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ ൭

1
2𝐸𝐩

𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬)ቤ
௣బୀா𝐩

+ 1
−2𝐸𝐩

𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬)ቤ
௣బୀିா𝐩

൱ =
௫బவ௬బ

(2.54)

=
௫బவ௬బ

න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ න 𝑑𝑝଴

2π𝑖
−1

𝑝ଶ −𝑚ଶ 𝑒
ି௜௣⋅(௫ି௬).

На останньому кроці інтеґрування по 𝑝଴ виконується вздовж контуру:

Для 𝑥଴ > 𝑦଴ ми можемо замкнути контур знизу, охопивши обидва полю-
си для отримання передостаннього рядка у (2.54). Для 𝑥଴ < 𝑦଴ замкнемо
контур згори, отримавши нуль. Таким чином, інтеґрал в останньому рядку
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(2.54) разом з правилом обходу полюсів є виразом для величини, яку ми
позначимо

𝐷ோ(𝑥 − 𝑦) ≡ θ(𝑥଴ − 𝑦଴) ⟨0|[ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)]|0⟩. (2.55)
Для розуміння, що являє собою ця величина, проробимо ще одне обчисле-
ння:
(∂ଶ +𝑚ଶ)𝐷ோ(𝑥 − 𝑦) = ∂ଶθ(𝑥଴ − 𝑦଴) ⟨0|[ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)]|0⟩+

+ 2∂ஜθ(𝑥଴ − 𝑦଴)∂ஜ⟨0|[ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)]|0⟩+
+ θ(𝑥଴ − 𝑦଴) (∂ଶ +𝑚ଶ)⟨0|[ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)]|0⟩ =

= −δ(𝑥଴ − 𝑦଴) ⟨0|[π(𝑥), ϕ(𝑦)]|0⟩+
+ 2δ(𝑥଴ − 𝑦଴) ⟨0|[π(𝑥), ϕ(𝑦)]|0⟩ + 0 =

= −𝑖δ(ସ)(𝑥 − 𝑦).

(2.56)

Це свідчить про те,що𝐷ோ(𝑥−𝑦) єфункцією Ґріна оператораКляи̮на–Ґордо-
на. Оскільки вона нульова при 𝑥଴ < 𝑦଴, то це запізнювальна функція Ґріна.

Якби мище не мали формули (2.54), то могли б вивести ı̈ı̈ за допомогою
перетворення Фур’є. Записавши

𝐷ோ(𝑥 − 𝑦) = න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ 𝑒

ି௜௣⋅(௫ି௬)෥𝐷ோ(𝑝), (2.57)

отримуємо алґебраı̈чнии̮ вираз для ෥𝐷ோ(𝑝):

(−𝑝ଶ +𝑚ଶ)෥𝐷ோ(𝑝) = −𝑖.

Звідси негаи̮но приходимо до результату:

𝐷ோ(𝑥 − 𝑦) = න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ

𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ 𝑒

ି௜௣⋅(௫ି௬). (2.58)

Інтеґрал по 𝑝଴ у (2.58) можна обчислити по чотирьох різних контурах, з-
поміж яких у (2.54) був використании̮ лише один. У Розділі 4 ми перекона-
ємося, що інше правило обходу полюсів

є надзвичаи̮но корисним; воно називається приписом Фейнмана. Зручнии̮
спосіб запам’ятати и̮ого, це записати

𝐷ி(𝑥 − 𝑦) ≡ න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ

𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε 𝑒

ି௜௣⋅(௫ି௬), (2.59)
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оскільки полюси тепер знаходяться в точках 𝑝଴ = ±(𝐸𝐩− 𝑖ε), зміщених від-
повідно нижче и̮ вище діи̮сноı̈ осі. При 𝑥଴ > 𝑦଴, ми можемо взяти інтеґрал
по 𝑝଴, замкнувши контур знизу, і отримаємо амплітуду розповсюдження
𝐷(𝑥 − 𝑦) з (2.50). При 𝑥଴ < 𝑦଴ замикаємо контур згори, що дає такии̮ самии̮
вираз, але з переставленими 𝑥 і 𝑦. Отже, маємо

𝐷ி(𝑥 − 𝑦) = ൝𝐷(𝑥 − 𝑦) для 𝑥଴ > 𝑦଴
𝐷(𝑦 − 𝑥) для 𝑥଴ < 𝑦଴

= θ(𝑥଴ − 𝑦଴) ⟨0|ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|0⟩+
+ θ(𝑦଴ − 𝑥଴) ⟨0|ϕ(𝑦)ϕ(𝑥)|0⟩ ≡

≡ ⟨0|𝑇ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|0⟩.

(2.60)

Тут𝑇 позначає операцію хронолоґічного упорядкування, яка розташовує „пі-
зніші“ оператори зліва від „раніших“. Застосовуючи до останнього рядка
(∂ଶ + 𝑚ଶ), ви можете безпосередньо перевірити, що 𝐷ி є функцією Ґріна
оператора Кляи̮на–Ґордона.

З практичного погляду, вирази (2.59) і (2.60) є наи̮істотнішими резуль-
татами цього розділу. Функція Ґріна 𝐷ி(𝑥 − 𝑦) називається фейнмановим
пропаґатором для частки Кляи̮на–Ґордона, оскільки вона, зрештою, є ам-
плітудою розповсюдження. І справді, феи̮нманів пропаґатор виявляється
частиною правил Феи̮нмана, адже саме 𝐷ி(𝑥 − 𝑦) (або 𝐷ி(𝑝)) ставиться у
відповідність внутрішнім лініям на феи̮нманових діаґрамах, що зобража-
ють розповсюдження віртуальних часток.

Проте ми мусимо прои̮ти ще довгии̮ шлях, щоб отримати змогу прово-
дитибудь-які реальні обчислення, оскількидосі працювалилише з вільною
теорією Кляи̮на–Ґордона, у якіи̮ рівняння поля є лініи̮ні і відсутня взаємо-
дія. Окремі частки існують у своı̈х ізольованих модах, не помічаючи одна
одну і будь-які інші сорти часток. У такіи̮ теоріı̈ неможливе проведення жо-
дних спостережень за допомогою розсіяння або інших процесів. Разом з
тим, розроблении̮ нами формалізм є надзвичаи̮но важливии̮, бо вільна те-
орія формує основу для проведення пертурбативних обчислень у теоріı̈ із
взаємодією.

Народження часток класичним джерелом

А втім, є один різновид взаємодіı̈, до вивчення якого ми вже підготовле-
ні. Розглянемо поле Кляи̮на–Ґордона, пов’язане з зовнішнім класичним по-
лем-джерелом 𝑗(𝑥). Цю ситуацію описує рівняння руху

(∂ଶ +𝑚ଶ)ϕ(𝑥) = 𝑗(𝑥), (2.61)
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де 𝑗(𝑥)—певна фіксована функція просторово-часових координат, відмін-
на від нуля лишена обмеженому часовому інтервалі. Якщомипочнемороз-
гляд з вакуумного стану, то що отримаємо після того, як 𝑗(𝑥) увімкнеться,
а потім знову вимкнеться?

Рівняння поля (2.61) випливає з лаґранжіана

ℒ = ଵ
ଶ (∂ஜϕ)

ଶ − ଵ
ଶ 𝑚

ଶϕଶ + 𝑗(𝑥)ϕ(𝑥). (2.62)

Для випадку, коли 𝑗(𝑥) вмикається лише на обмежении̮ час, наи̮простіше
розв’язати задачу безпосередньо з польового рівняння. До увімкнення 𝑗(𝑥)
поле ϕ(𝑥) має вигляд

ϕ଴(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

൫a𝐩𝑒ି௜௣⋅௫ + aற𝐩𝑒௜௣⋅௫൯ .

Без джерела це було було б справедливо для будь-якого моменту часу. А за
наявності джерела рішення рівняння руху можна побудувати з використа-
нням функціı̈ Ґріна:

ϕ(𝑥) = ϕ଴(𝑥) + 𝑖න𝑑ସ𝑦𝐷ோ(𝑥 − 𝑦) 𝑗(𝑦) =

= ϕ଴(𝑥) + 𝑖න𝑑ସ𝑦 න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

θ(𝑥଴ − 𝑦଴)×

× ൫𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬) − 𝑒௜௣⋅(௫ି௬)൯ 𝑗(𝑦).

(2.63)

Якщо ми дочекаємося, поки дія 𝑗(𝑥) залишиться в минулому, то тета-фун-
кція дорівнюватиме одиниці на всіи̮ ділянці інтеґрування. Тоді ϕ(𝑥) вклю-
чатиме лише фур’є-компоненти 𝑗(𝑥),

𝑗̃(𝑝) = න𝑑ସ𝑦 𝑒௜௣⋅௬𝑗(𝑦),

отримані при таких 4-імпульсах 𝑝, що 𝑝ଶ = 𝑚ଶ. Природно зґрупувати по-
зитивно-частотні члени разом з a𝐩, а неґативно-частотні— разом з aற𝐩. Це
дасть нам

ϕ(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

ቊቆa𝐩 +
𝑖

ඥ2𝐸𝐩
𝑗̃(𝑝)ቇ𝑒ି௜௣⋅௫ + е. с.ቋ. (2.64)

Тепер ми можемо вгадати (або вирахувати) форму гамільтоніана після діı̈
𝑗(𝑥). Для цього треба просто замінити a𝐩 на (a𝐩 + 𝑖𝑗̃(𝑝)/ඥ2𝐸𝐩):

𝐻 = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ 𝐸𝐩ቆa

ற
𝐩 −

𝑖
ඥ2𝐸𝐩

𝑗̃∗(𝑝)ቇቆa𝐩 +
𝑖

ඥ2𝐸𝐩
𝑗̃(𝑝)ቇ.
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Енерґія системи після вимикання джерела є

⟨0|𝐻|0⟩ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

ଵ
ଶ|𝑗̃(𝑝)|ଶ, (2.65)

де |0⟩, як і раніше, позначає основнии̮ стан вільноı̈ теоріı̈. Ми можемо ін-
терпретувати ці результати в термінах часток, ототожнивши |𝑗̃(𝑝)|ଶ/2𝐸𝐩 з
питомою и̮мовірністю народження частки в моді 𝑝. Тоді загальна кількість
народжених часток є

න𝑑𝑁 = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

|𝑗̃(𝑝)|ଶ. (2.66)

При народженні часток істотними є лише ті фур’є-компоненти 𝑗(𝑥), які пе-
ребувають у резонансі з хвилями Кляи̮на–Ґордона на „масовіи̮ поверхні“
(тобто, 𝑝ଶ = 𝑚ଶ).

МиповернемосядоцьогопитаннявЗадачі 4.1. А вРозділі 6 вивчимо схо-
жу ситуацію з народженням фотонів прискореним електроном (гальмівне
випромінювання).

Задачі

2.1. Класичнии̮ електромаґнетизм (без джерел) випливає з діı̈

𝑆 = න𝑑ସ𝑥 ቀ−ଵ
ସ 𝐹ஜ஝𝐹

ஜ஝ቁ , де 𝐹ஜ஝ = ∂ஜ𝐴஝ − ∂஝𝐴ஜ.

(a) Отримаи̮те рівнянняМаксвела як рівняння Еи̮лера–Лаґранжа для цієı̈
діı̈, розглядаючи компоненти 𝐴(𝑥) як динамічні змінні. Запишіть рів-
няння в стандартному вигляді, ототожнивши 𝐸௜ = −𝐹଴௜ і ε௜௝௞𝐵௞ =
−𝐹௜௝ .

(b) Побудуи̮те тензор енерґіı̈-імпульсу для цієı̈ теоріı̈. Зважте, що звичаи̮-
на процедура не дає в результаті симетричного тензора. Щоб випра-
вити це, можете додати до 𝑇ஜ஝ член у вигляді ∂஛𝐾஛ஜ஝, де 𝐾஛ஜ஝ є антиси-
метричним за двома першими індексами. Такии̮ доданок автоматично
має нульову дивергенцію за індексом µ. Отже,

ෝ𝑇ஜ஝ = 𝑇ஜ஝ + ∂஛𝐾஛ஜ஝

також є тензором енерґіı̈-імпульсу з тими ж самими глобально збере-
женими енерґією та імпульсом. Покажіть, що така побудова з

𝐾஛ஜ஝ = 𝐹ஜ஛𝐴஝,
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дає симетричнии̮ тензор енерґіı̈-імпульсу ෝ𝑇 і призводить до стандар-
тнихформулдляпитомихенерґіı̈ та імпульсу електромаґнітногополя:

ℰ = න𝑑ସ𝑥 (∂ஜϕ∗∂ஜϕ −𝑚ଶϕ∗ϕ), 𝐒 = 𝐄 × 𝐁.

2.2. Комплексне скалярне поле. Розгляньте теорію комплекснозначного
скалярного поля, що задовольняє рівнянню Кляи̮на–Ґордона. Дія в ціи̮ те-
оріı̈ є

𝑆 = න𝑑ସ𝑥 ൫π∗π + ∇ϕ∗ ⋅ ∇ϕ +𝑚ଶϕ∗ϕ൯ .

Простіше аналізувати цю теорію, розглядаючи як основні динамічні вели-
чини ϕ(𝑥) і ϕ∗(𝑥), а не діи̮сну и̮ уявну складові ϕ(𝑥).

(a) Знаи̮діть спряжені імпульси до ϕ(𝑥) и̮ ϕ∗(𝑥) та канонічні комутаціи̮ні
співвідношення. Покажіть, що гамільтоніан є

𝐻 = න𝑑ଷ𝐱 ൫π∗π + ∇ϕ∗ ⋅ ∇ϕ +𝑚ଶϕ∗ϕ൯ .

Отримаи̮те гаи̮зенберґове рівняння руху для ϕ(𝑥) і покажіть, що воно
справді є рівнянням Кляи̮на–Ґордона.

(b) Діаґоналізуи̮те 𝐻 за допомогою операторів народження і знищення.
Покажіть, що теорія включає два типи часток з масою𝑚.

(c) Перепишіть збережении̮ заряд

𝑄 = න𝑑ଷ𝐱 ௜
ଶ(ϕ

∗π∗ − ϕπ)

у термінах сходових операторів і вирахуи̮те заряд часток кожного ти-
пу.

(d) Розгляньте випадок двох комплексних полів Кляи̮на–Ґордона з одна-
ковою масою. Позначте поля як ϕ௔(𝑥), де 𝑎 = 1, 2. Покажіть, що тепер
мають місце чотири збережені заряди— один, отримании̮ як узагаль-
нення виразу в (c), а інші три, що визначаються формулою

𝑄௜ = න𝑑ଷ𝐱 ௜
ଶ൫ϕ

∗
௔(σ௜)௔௕π∗௕ − π∗௔(σ௜)௔௕ϕ∗

௕൯ ,

де σ௜ є сиґма-матриці Паулі. Покажіть, що ці три заряди мають кому-
таціи̮ні співвідношення операторів моменту імпульсу (ґрупа 𝑆𝑈(2)).
Узагальніть ці результати на випадок 𝑛 однакових комплексних ска-
лярних полів.
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2.3. Обчисліть інтеґрал

⟨0|ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|0⟩ = 𝐷(𝑥 − 𝑦) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬)

у явному вигляді через функціı̈ Бесселя для простороподібного (𝑥 − 𝑦), по-
значивши (𝑥 − 𝑦)ଶ = −𝑟ଶ.



Розділ 3
Діракове поле

Докладно розглянувши наи̮простіше з релятивістських рівнянь поля, ми
тепер переи̮демо до другого за простотою рівняння Дірака. Можливо, ви
вже знаи̮омі з цим рівнянням у и̮ого первісному трактуванні як одночас-
ткового квантовомеханічного хвильового рівняння.6 У цьому розділі наша
точка зору буде цілком іншою. Спершу ми отримаємо рівняння Дірака, як
класичне релятивістське рівняння поля, особливо акцентуючи на и̮ого ре-
лятивістськіи̮ інваріантності. Потім у § 3.5 проквантуємодіраковеполе схо-
жим чином з тим, що був застосовании̮ до поля Кляи̮на–Ґордона.

§3.1. Лоренц-інваріантність хвильових рівнянь

Передовсім мусимо задатися питанням, якого вже торкнулися в Розділі 2:
яке значення ми вкладаємо в слова, що рівняння є „релятивістськи інва-
ріантним“? Наи̮прии̮нятніше визначення таке: якщо ϕ є полем або суку-
пність полів, а 𝒟—певнии̮ диференціи̮нии̮ оператор, то твердження, що
𝒟ϕ = 0релятивістськи-інваріантне, означає,щовразі, колиϕ(𝑥) задоволь-
няє цьому рівнянню, і ми здіи̮снюємо перехід (обертання або буст) до іншоı̈
системи відліку, то перетворене поле в новіи̮ системі відліку задовольня-
тиметомужсамомурівнянню. Еквівалентно,миможемоуявити,щовсі час-
тки або поля зазнали обертання (або бусту) на однаковии̮ кут (або швид-
кість); тоді рівняння𝒟ϕ = 0має залишатися чинним і після перетворення.
Надалі ми обиратимемо цю „активну“ точку зору.

Лаґранжове формулювання теоріı̈ поля істотно полегшує розгляд ло-
ренц-інваріантності. Рівняння руху є автоматично лоренц-інваріантним за
вищевказанимвизначенням, якщолаґранжіан, з якого воно випливає, є ло-
ренцовим скаляром. Це є безпосереднім наслідком принципу наи̮меншоı̈

6Це питання розглянуте, наприклад, у Шіффа [49], Розділ 13; Беи̮ма [7], Розділ 23; Сакураı̈
[48], Розділ 3. Хоча наш виклад самодостатніи̮, ми рекомендуємо, щоб ви також вивчили и̮
одночасткове рівняння Дірака за однією з зазначених книжок. (Або ж за книжками Би̮ор-
кена і Дрелла [9], Розділи 1-4; Дірака [66], Розділ 11; Вакарчука [65], Розділ 10; Мессіа [68],
Розділ 20,— перекл.)
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діı̈: якщобусти залишаютьлаґранжіаннезмінним, топеретворении̮ екстре-
мум діı̈ знову буде екстремумом.

За приклад розглянемо теорію Кляи̮на–Ґордона. Ми можемо записати
довільне перетворення Лоренца, як

𝑥ஜ → 𝑥ᇱµ = Λஜ஝𝑥஝ (3.1)
для певноı̈ 4×4матриці Λ. Що станеться з полемКляи̮на–Ґордонаϕ(𝑥) при
цьому перетворенні? Розглянемо поле ϕ(𝑥), як локальну міру деякоı̈ вели-
чини, розподіленоı̈ в просторі. Якщо відбувається накопичення цієı̈ вели-
чини в 𝑥 = 𝑥଴, то ϕ(𝑥) матиме максимум у 𝑥଴. Якщо тепер ми піддамо поча-
тковии̮ розподіл бустові, то новии̮ розподіл матиме максимум у 𝑥 = Λ𝑥଴. Це
проілюстровано на Рис. 3.1(a). Відповідне перетворення поля є

ϕ(𝑥) → ϕᇱ(𝑥) = ϕ(Λିଵ𝑥). (3.2)
Тобто перетворене поле, обчислене в перетвореніи̮ через буст точці, дає та-
ке ж значення, як і початкове поле, обчислене в в ціи̮ же точці до бусту.

Ми маємо переконатися, що це перетворення залишає незмінною фор-
му лаґранжіана Кляи̮на–Ґордона. Згідно з (3.2), масовии̮ член ଵ

ଶ𝑚ଶϕଶ(𝑥)
просто зміщується в точку (Λିଵ𝑥). Перетворення ∂ஜϕ(𝑥) дає

∂ஜϕ(𝑥) → ∂ஜ൫ϕ(Λିଵ𝑥)൯ = ൫Λିଵ൯஝ ஜ(∂஝ϕ) ൫Λିଵ𝑥൯ . (3.3)
Оскільки метричнии̮ тензор 𝑔ஜ஝ лоренц-інваріантнии̮, матриці Λିଵ задо-
вольняють тотожності:

(Λିଵ)஡ஜ(Λିଵ)஢஝𝑔ஜ஝ = 𝑔஡஢. (3.4)
Використовуючи це співвідношення, ми можемо вивести закон перетворе-
ння кінетичного члена в лаґранжіані Кляи̮на–Ґордона:

൫∂ஜϕ(𝑥)൯ଶ → 𝑔ஜ஝൫∂ஜϕᇱ(𝑥)൯ (∂஝ϕᇱ(𝑥)) =
= 𝑔ஜ஝ൣ(Λିଵ)஡ஜ∂஡ϕ൧ ൣ(Λିଵ)஢஝∂஢ϕ൧ (Λିଵ𝑥) =
= 𝑔஡஢൫∂஡ϕ൯ (∂஢ϕ) (Λିଵ𝑥) =
= ൫∂ஜϕ൯ଶ (Λିଵ𝑥).

Отже, весь лаґранжіан перетворюється просто як скаляр:
ℒ(𝑥) → ℒ(Λିଵ𝑥). (3.5)

Дія 𝑆, утворена інтеґруваннямℒ по простору-часу, лоренц-інваріантна. Схо-
жі обчислення показують, що рівняння руху також лоренц-інваріантне:

(∂ଶ +𝑚ଶ)ϕᇱ(𝑥) = ൣ(Λିଵ)஝ஜ∂஝൫Λିଵ൯஢ஜ ∂஢ +𝑚ଶ൧ ϕ(Λିଵ𝑥) =
= (𝑔஝஢∂஝∂஢ +𝑚ଶ)ϕ(Λିଵ𝑥)
= 0.
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Закон перетворення (3.2), застосовании̮ доϕ, є наи̮простішим з усіх мо-
жливих законів перетворення полів. І він є єдино можливим для полів, що
мають лише один компонент. Проте нам відомі приклади багатокомпонен-

Рис. 3.1. Обертання векторного поля впливає як на розміщення ділянки
и̮ого конфігураціı̈, так і на орієнтацію вектора.

тних полів, що перетворюються складнішим чином. Наи̮знаи̮омішим нам
випадком є векторне поле, наприклад, питомии̮ 4-струм 𝑗ஜ(𝑥) або вектор-
потенціал 𝐴ஜ(𝑥). У цьому разі величина, розподілена в просторі-часі, має
також і орієнтацію, що змінюється при обертаннях і бустах. Як показано на
Рис. 3.1(b), орієнтація має обертатися в томуж напрямку, що и̮ точка, в якіи̮
обчислюється поле:

при тривимірних обертаннях 𝑉௜(𝑥) → 𝑅௜௝𝑉௝(𝑅ିଵ𝑥);
при перетвореннях Лоренца 𝑉ஜ(𝑥) → Λஜ஝𝑉஝(Λିଵ𝑥). (3.6)

Тензори довільного ранґу можуть бути побудовані з векторів простим до-
даванням індексів і відповідним збільшенням кількості множників Λ в за-
коні перетворення. Використовуючи такі векторні и̮ тензорні поля, ми мо-
жемо записати цілу низку лоренц-інваріантних рівнянь, наприклад, рівня-
ння Максвела,

∂ஜ𝐹ஜ஝ = 0 або ∂ଶ𝐴஝ − ∂஝∂
ஜ𝐴ஜ = 0,

що випливають із лаґранжіана

ℒMaxwell = −ଵ
ସ (𝐹ஜ஝)

ଶ = −ଵ
ସ (∂ஜ𝐴஝ − ∂஝𝐴ஜ)ଶ. (3.7)

Взагалі, будь-яке рівняння, кожен член якого має однакову кількість не-
згорнутих лоренцових індексів, автоматично буде інваріантним відносно
перетворень Лоренца.
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Такии̮ метод тензорних позначень породжує великии̮ клас лоренц-ін-
варіантних рівнянь, проте ı̈х виявляється значно більше. Як нам ı̈х знаи̮ти?
Ми могли б спробувати систематично відшукати всі можливі закони пере-
творення для поля. Тоді було б неважко виписати інваріантні лаґранжіани.
Для простоти обмежимо нашу увагу лініи̮ними перетвореннями, і таким
чином, якщо Φ௔ є 𝑛-компонентним мультиплетом, закон лоренцового пе-
ретворення визначається 𝑛 × 𝑛 матрицею𝑀(Λ):

Φ௔ → 𝑀௔௕(Λ)Φ௕(Λିଵ𝑥). (3.8)

Можна показати, що наи̮загальніші нелініи̮ні перетворення виводяться
цих лініи̮них законів, а отже, немає потреби розглядати перетворення,
більш загальні, ніж (3.8). При подальшому обговоренні ми іґноруватимемо
зміну арґументу поля і будемо записувати перетворення (3.8) у формі:

Φ → 𝑀(Λ)Φ. (3.9)

Якии̮ припустимии̮ вигляд матриць𝑀(Λ)? Основне обмеження на𝑀(Λ)
можна знаи̮ти при розгляді двох послідовних перетворень Λ і Λᇱ. Іǆхніи̮ ре-
зультат має бути новим лоренцовим перетворенням Λᇳ; тобто перетворе-
ння Лоренца утворюють ґрупу. Це дає умову узгодженості, якіи̮ змушені за-
довольняти матриці𝑀(Λ) при послідовніи̮ діı̈ двох перетворень:

𝑀(Λᇱ)𝑀(Λ) = 𝑀(Λᇳ) для ΛᇱΛ = Λᇳ. (3.10)

Отже, відповідність між матрицями 𝑀 і перетвореннями Λ має зберігати-
ся при ı̈х перемноженні. З погляду математики це означає, що матриці 𝑀
мають утворювати 𝑛-вимірне представлення ґрупиЛоренца. Таким чином,
наше завдання зводиться до пошуку скінченновимірних матричних пред-
ставлень ґрупи Лоренца.

Першніж розглянути це питання для ґрупиЛоренца, вивчимо простішу
ґрупу тривимірних обертань. Ця ґрупа має представлення будь-якоı̈ роз-
мірності 𝑛, відомі в квантовіи̮ механіці як матриці, що обертають 𝑛-компо-
нентні хвильові функціı̈ часток з різними спінами. Розмірність пов’язана зі
спіновим квантовим числом 𝑠 формулою 𝑛 = 2𝑠 + 1. Наи̮важливішим не-
тривіальним представленням є двовимірне представлення, що відповідає
спінові ଵ/ଶ. Матриці цього представлення є 2 × 2 унітарні матриці з детер-
мінантом 1, які можна виразити як

𝑈 = 𝑒ି௜஘೔஢೔/ଶ, (3.11)

де θ௜ —три довільні параметри, а σ௜ —сиґма-матриці Паулі.
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Для будь-якоı̈ безперервноı̈ ґрупи, нескінченно близькі до тотожного
(інфінітезимальні) перетворення визначають векторнии̮ простір, що нази-
вається алґеброюЛі цієı̈ ґрупи. Базисні вектори цього векторного простору
називаються ґенераторами алґебри Лі, або ґрупи Лі. Для ґрупи обертань
ґенераторами є оператори моменту імпульсу 𝐽௜ , що задовольняють кому-
таціи̮ним співвідношенням

ൣ𝐽௜ , 𝐽௝൧ = 𝑖ε௜௝௞𝐽௞ (3.12)

Оператори обертання на скінченнии̮ кут формуються експоненціюванням
цих ґенераторів. У квантовіи̮ механіці оператор

𝑅 = expൣ−𝑖θ௜𝐽௜൧ (3.13)

дає обертання на кут |θ| довкола осі ොθ. Комутаціи̮ні співвідношення опе-
раторів 𝐽௜ визначають закони множення цих операторів обертання. Отже,
набір матриць, що задовольняють комутаціи̮ним співвідношенням (3.12),
утворює шляхом експоненціювання в (3.13) представлення ґрупи обер-
тань. У прикладі з попереднього абзацу представлення операторів момен-
ту імпульсу

𝐽௜ → σ௜
2 (3.14)

утворюєпредставлення ґрупиобертань (3.11). Справедливе загальне твер-
дження,що для отриманняматричного представлення безперервноı̈ ґрупи
належить знаи̮ти матричні представлення ґенераторів цієı̈ ґрупи (які ма-
ють задовольняти відповідним комутаціи̮ним співвідношенням), а потім
експоненціювати ці інфінітезимальні перетворення.

У випадку нашоı̈ задачі нам треба знати комутаціи̮ні співвідношення ґе-
нераторів ґрупилоренцовихперетворень. Для ґрупиобертаньможнаотри-
мати комутаціи̮ні співвідношення, записавши ґенератори як диференціи̮ні
оператори; із виразу

𝐉 = 𝐱 × 𝐩 = 𝐱 × (−𝑖∇) (3.15)
прямо випливають комутаціи̮ні співвідношення (3.12) для моменту ім-
пульсу. Використання векторного добутку в (3.15) властиво для тривимір-
ного простору. А проте, ми також можемо записати оператори як антиси-
метричнии̮ тензор,

𝐽௜௝ = −𝑖(𝑥௜∇௝ − 𝑥௝∇௜),
де 𝐽ଷ = 𝐽ଵଶ і так далі. Узагальнення на чотиривимірні лоренцові перетворе-
ння тепер стає цілком природним:

𝐽ஜ஝ = 𝑖(𝑥ஜ∂஝ − 𝑥஝∂ஜ). (3.16)
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Невдовзі ми побачимо, що ці шість операторів ґенерують три бусти і три
просторові обертання ґрупи Лоренца.

Для визначення комутаціи̮них правил в алґебрі Лоренца ми можемо
просто вирахувати комутаторидиференціи̮них операторів (3.16). В резуль-
таті маємо

[𝐽ஜ஝, 𝐽஡஢] = 𝑖(𝑔஝஡𝐽ஜ஢ − 𝑔ஜ஡𝐽஝஢ − 𝑔஝஢𝐽ஜ஡ + 𝑔ஜ஢𝐽஝஡) . (3.17)
Будь-які матриці, що представляють цю алґебру, мають задовольняти та-
ким самим комутаціи̮ним правилам.

Аби побачити, що ми маємо в правіи̮ частині виразу, розгляньмо одне
конкретне представлення (яке ми просто витягнемо, немов кролика з ка-
пелюха). Маємо 4 × 4-матриці

(𝒥ஜ஝)஑ஒ = 𝑖(δஜ஑δ஝ஒ − δஜஒδ஝஑). (3.18)
(Тут µ і ν нумерують кожну з шести матриць, тоді як α і β нумерують ма-
тричні компоненти.7) Можемо легко перевірити, що ці матриці задоволь-
няють комутаціи̮ним співвідношенням (3.17). І справді, вони є не що інше,
як матриці, що діють на звичаи̮ні лоренцові 4-вектори. Щоб побачити це,
параметризуємо інфінітезимальні перетворення наступним чином:

𝑉஑ → ቀδ஑ஒ − ௜
ଶωஜ஝(𝒥ஜ஝)஑ஒቁ𝑉ஒ. (3.19)

де 𝑉 є 4-вектором, а ωஜ஝ —антисиметричнии̮ тензор, що задає інфінітези-
мальнии̮ кут. Для прикладу розглянемо випадок ωଵଶ = −ωଶଵ = θ, а решта
компонентівω дорівнюють нулю. Тоді (3.19) має вигляд

𝑉 → ⎛

⎝

1 0 0 0
0 1 −θ 0
0 θ 1 0
0 0 0 1

⎞

⎠

𝑉, (3.20)

що є просто інфінітезимальним обертанням у площині (𝑥, 𝑦). Також може-
мо перевірити, що при значенняхω଴ଵ = −ωଵ଴ = β отримаємо

𝑉 → ⎛

⎝

1 β 0 0
β 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞

⎠

𝑉, (3.21)

інфінітезимальнии̮ буст у напрямку осі 𝑥. Інші компонентиω таким самим
чином ґенерують решту бустів і просторових обертань.
7Власне кажучи, поділ індексів у (𝒥ಔಕ)ಉಊ на ті, що позначають різні матриці, і ті, що по-
значають ı̈хні компоненти, є чисто умовним, бо насправді 𝒥—тензор четвертого ранґу у
просторі з метрикою Мінковського. Саме остання обставина відрізняє це представлення
(векторне) від описаного в наступному пункті спінорного, хоча на першии̮ погляд і там, і
там використовуються ସ × ସ матриці. (Прим. перекл.)
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Рівняння Дірака

Тепер, коли ми знаи̮шли одне скінченновимірне представлення ґрупи Ло-
ренца, наступнимлоґічнимкрокоммає стати розробленняформалізму для
знаходження всіх інших представлень. Дарма, що це не надто важке завда-
ння (Задача 3.1), навряд чи це є необхідним для нас, оскількиминаи̮більше
зацікавлені в тих представленнях, що відповідають спінові ଵ/ଶ.

Ми можемо знаи̮ти таке представлення, вдавшись до прии̮ому, що на-
лежить Діракові. Припустимо, що маємо набір з чотирьох 𝑛×𝑛 матриць γஜ,
які задовольняють антикомутаціи̮ним співвідношенням

{γஜ, γ஝} ≡ γஜγ஝ + γ஝γஜ = 2𝑔ஜ஝ × 𝟏௡×௡ (алґебра Дірака). (3.22)

Тоді можемо негаи̮но записати 𝑛-вимірне представлення алґебри Лоренца.
Воно має вигляд:

𝑆ஜ஝ = ௜
ସ[γ

ஜ, γ஝]. (3.23)
Повторно застосувавши (3.22), легко переконатися, що ці матриці задо-
вольняють комутаціи̮ним співвідношенням (3.17).

Це обчислення можна провести у просторі будь-якоı̈ розмірності, з ло-
ренцовою або евклідовою метрикою. Зокрема, воно має бути справедли-
вим у тривимірному евклідовому просторі; і справді, ми можемо просто за-
писати

γ௝ ≡ 𝑖σ௝ (сиґма-матриці Паулі),
а отже, {γ௜ , γ௝} = −2δ௜௝ .

Множник 𝑖 в першому рядку і знак мінус у другому є чистою умовністю.
Тоді в матрицях, що представляють алґебру Лоренца,

𝑆௜௝ = ଵ
ଶ ε

௜௝௞σ௞, (3.24)

ми впізнаємо відоме двовимірне представлення ґрупи обертань.
Тепер знаи̮демо матриці Дірака γஜ для чотиривимірного простору Мін-

ковського. Виявляється, що вони мають бути якнаи̮менше 4×4, бо не існує
четвертоı̈ 2×2матриці, яка антикомутує з трьома сиґма-матрицями Паулі.
Крім того, всі 4 × 4 представлення алґебри Дірака унітарно еквівалентні.8
Отже, нам достатньо виписати лише одну явну реалізацію алґебри Дірака.
Одне представлення, у вигляді 2 × 2 блоків, є

γ଴ = ቆ0 1
1 0ቇ ; γ௜ = ቆ 0 σ௜

−σ௜ 0ቇ . (3.25)

8Це і попереднє твердження випливають з загальноı̈ теоріı̈ представлень ґрупи Лоренца,
викладеноı̈ в Задачі 3.1.
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Цепредставленняназивається вейлевим або кіральним. Мипереконаємося,
що воно надзвичаи̮но зручне, і використовуватимемо и̮ого протягом усі-
єı̈ книги. (Проте будьте пильні, бо багато підручників з теоріı̈ поля обира-
ють інше представлення, у якому γ଴ є діаґональною. І поза тим, у книжках,
де працюють з кіральним представленням, часто обирають іншу домовле-
ність про знаки.)

У нашому представленні, ґенератори бустів та просторових обертань є

𝑆଴௜ = ௜
ସ[γ

଴, γ௜] = − ௜
ଶቆ
σ௜ 0
0 −σ௜ቇ . (3.26)

і
𝑆௜௝ = ௜

ସ[γ
௜ , γ௝] = − ௜

ଶε
௜௝௞ቆσ

௞ 0
0 σ௞ቇ ≡

ଵ
ଶ ε

௜௝௞Σ௞. (3.27)

Чотирикомпонентне поле ψ, що перетворюється при бустах і обертаннях
згідно з (3.26) і (3.27), називають діраковим спінором. Зазначимо, що ґене-
ратори обертань 𝑆௜௝ є достоту тривимірною спінорною матрицею перетво-
рень (3.24), повтореною двічі. Ґенератори бустів 𝑆଴௜ не є самоспряженими,
а отже, наша реалізація бустів не є унітарною (це справедливо і для вектор-
ного представлення (3.18).) І справді, ґрупа Лоренца „некомпактна“, а отже,
не має однозначних скінченновимірних унітарних представлень. Утім, для
нас це неістотно, оскільки ψ не хвильова функція, а класичне поле.

Тепер, коли ми знаємо закон перетворення дляψ, мусимо знаи̮ти відпо-
відне рівняння поля. Одним з можливих є рівняння Кляи̮на–Ґордона:

(∂ଶ +𝑚ଶ)ψ = 0 (3.28)

Воно спрацьовує, бо спінорні матриці перетворення (3.26) і (3.27) діють
лише у „внутрішньому“ просторі і жодним чином не впливають на дифе-
ренціи̮нии̮ оператор. Проте можна написати и̮ жорсткіше рівняння першо-
го порядку, що включає в себе (3.28) і водночас містить додаткову інфор-
мацію. Для цього маємо знати ще одну властивість γ-матриць. Нескладні
підрахунки дозволяють перевірити, що

ൣγஜ, 𝑆஡஢൧ = (𝒥஡஢)ஜ஝ γ஝,

або, еквівалентно,

(1 + ௜
ଶω஡஢𝑆஡஢) γஜ(1 − ௜

ଶω஡஢𝑆஡஢) = (1 − ௜
ଶω஡஢𝒥஡஢)ஜ஝ γ஝.

Це рівняння є інфінітезимальною формою від

Λିଵభ
మ
γஜΛ భ

మ
= Λஜ஝γ஝, (3.29)
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де
Λ భ

మ
= expቀ− ௜

ଶ ωஜ஝𝑆ஜ஝ቁ (3.30)
є спінорним представленням перетворення Лоренца Λ (порівняи̮те з наве-
деним у (3.19) чисто векторним представленням). Рівняння (3.29) засвід-
чує, що γ-матриці інваріантні відносно одночасного перетворення за ве-
кторними і спінорними компонентами (так само, як σ௜ інваріантні при про-
сторових обертаннях). Іншими словами, ми можемо сприи̮мати векторнии̮
індекс µ в γஜ сери̮озно і брати скалярнии̮ добуток γஜ з ∂ஜ для утворення ло-
ренц-інваріантного диференціи̮ного оператора.

Тепер ми готові записати рівняння Дірака:

(𝑖γஜ∂ஜ −𝑚)ψ(𝑥) = 0. (3.31)

Щоб показати и̮ого лоренц-інваріантність, проведемо над и̮ого частиною
перетворення Лоренца і обчислимо:

ൣ𝑖γஜ∂ஜ −𝑚൧ ψ(𝑥) → ൣ𝑖γஜ(Λିଵ)஝ஜ∂஝ −𝑚൧Λ భ
మ
ψ(Λିଵ𝑥) =

= Λ భ
మ
Λିଵభ

మ
ൣ𝑖γஜ(Λିଵ)஝ஜ∂஝ −𝑚൧Λ భ

మ
ψ(Λିଵ𝑥) =

= Λ భ
మ
ቂ𝑖Λିଵభ

మ
γஜΛ భ

మ
(Λିଵ)஝ஜ∂஝ −𝑚ቃψ(Λିଵ𝑥) =

= Λ భ
మ
ൣ𝑖Λஜ஢γ஢(Λିଵ)஝ஜ∂஝ −𝑚൧ψ(Λିଵ𝑥) =

= Λ భ
మ
[𝑖γ஝∂஝ −𝑚]ψ(Λିଵ𝑥) = 0.

Аби побачити, що рівняння Дірака містить в собі рівняння Кляи̮на–Ґордо-
на, допишемо зліва від нього (−𝑖γஜ∂ஜ −𝑚):

0 = (−𝑖γஜ∂ஜ −𝑚)(𝑖γ஝∂஝ −𝑚)ψ =
= (γஜγ஝∂ஜ∂஝ +𝑚ଶ)ψ =
= ቀଵଶ{γ

ஜ, γ஝}∂ஜ∂஝ +𝑚ଶቁψ =

= (∂ଶ +𝑚ଶ)ψ.

Для знаходження лаґранжіана теоріı̈ Дірака ми маємо вгадати, як пере-
множити два діракові спінори, щоб отримати лоренцовии̮ скаляр. Наи̮о-
чевидніше припущення, ψறψ, не годиться. При лоренцовому бусті це дає
ψறΛறభ

మ
Λ భ

మ
ψ; якби матриця бусту була унітарна, ми мали б Λறభ

మ
= Λିଵభ

మ
, і все було

б гаразд. Проте Λ భ
మ
не є унітарною, бо ґенератори (3.26) несамоспряжені.

Рішення проблеми полягає в запровадженні діраково спряженого спіно-
ра:

ψ̄ ≡ ψறγ଴. (3.32)
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При інфінітезимальному перетворенні Лоренца, параметризованого через
ωஜ஝, маємо ψ̄ → ψற൬1 + 𝑖

2ωஜ஝(𝑆ஜ஝)ற൰ γ଴. Сума по µ і ν має шість різних нену-
льових доданків. У членах, що відповідають обертанню (µ та ν обидва від-
мінні від нуля), (𝑆ஜ஝)ற = 𝑆ஜ஝, і 𝑆ஜ஝ комутує з γ଴. У бустових членах, де µ або ν
дорівнюють нулю, (𝑆ஜ஝)ற = −𝑆ஜ஝, але 𝑆ஜ஝ антикомутує з γ଴. Перенесення γ଴
наліво усуває ермітове спряження з 𝑆ஜ஝, що дає нам закон перетворення

ψ̄ → ψ̄ Λିଵభ
మ
, (3.33)

а отже, величина ψ̄ψ є лоренцовим скаляром. Схожим чином ми можемо
показати, за допомогою (3.29), що ψ̄γஜψ є лоренцовим вектором.

Тому правильнии̮ лоренц-інваріантнии̮ лаґранжіан Дірака є
ℒDirac = ψ̄(𝑖γஜ∂ஜ −𝑚)ψ. (3.34)

Рівняння Еи̮лера–Лаґранжа для ψ̄ (абоψற) негаи̮но призводить до рівнян-
ня Дірака у вигляді (3.31); а рівняння Еи̮лера–Лаґранжа для ψ дає таке ж
рівняння в ермітово спряженіи̮ формі:

−𝑖∂ஜψ̄γஜ −𝑚ψ̄ = 0. (3.35)

Вейлеві спінори

З блочно-діаґональноı̈ форми ґенераторів (3.26) і (3.27) очевидно, що діра-
кове представлення ґрупи Лоренца є привідним.9 Миможемо утворити два
двовимірні представлення, розглянувши кожен блок окремо і записавши

ψ = ቆψ௅
ψோ

ቇ . (3.36)

Двокомпонентні об’єктиψ௅ таψோ називаються лівополяризованим і право-
поляризованим вейлевими спінорами. Ви можете легко переконатися, що
закони ı̈х перетворення при інфінітезимальних обертаннях θ і бустах β є
такі:

ψ௅ → ൬1 − 𝑖θ ⋅ σ2 − β ⋅ σ2൰ψ௅;

ψோ → ൬1 − 𝑖θ ⋅ σ2 + β ⋅ σ2൰ψோ .
(3.37)

Ці законипов’язані між собоюкомплексним спряженням. Застосувавшито-
тожність

σଶσ∗ = −σσଶ, (3.38)
9Якби ми працювали з іншим представленням ґамма-матриць, привідність була б не така
очевидна. Це, власне, і є головною причиною використання кірального представлення.
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неважко показати, що величина σଶψ∗
௅ перетворюється як правополяризо-

вании̮ спінор.
В термінах ψ௅ і ψோ рівняння Дірака має вигляд:

(𝑖γஜ∂ஜ −𝑚)ψ = ቆ −𝑚 𝑖(∂଴ + σ ⋅ ∇)
𝑖(∂଴ − σ ⋅ ∇) −𝑚 ቇቆψ௅

ψோ
ቇ = 0. (3.39)

Два представлення ґрупи Лоренцаψ௅ іψோ змішуються в рівнянні Дірака за
рахунок масового члена. Але якщо встановити𝑚 = 0, то рівняння для ψ௅ і
ψோ роз’єднуються:

𝑖(∂଴ − σ ⋅ ∇)ψ௅ = 0;
𝑖(∂଴ + σ ⋅ ∇)ψோ = 0. (3.40)

Це так звані рівняння Вейля; вони особливо важливі при вивчені неи̮трино
та теоріı̈ слабкоı̈ взаємодіı̈.

Є можливість трохи покращити ı̈х запис. Введемо за означенням
σஜ ≡ (1, σ), σ̄ஜ ≡ (1, −σ), (3.41)

отже,
γஜ = ቆ 0 σஜ

σ̄ஜ 0 ቇ . (3.42)

(Риска в σ̄ не має жодного стосунку до риски в ψ̄.) Тоді рівняння Дірака мо-
жна записати як

ቆ −𝑚 𝑖σ ⋅ ∂
𝑖σ̄ ⋅ ∂ −𝑚 ቇቆψ௅

ψோ
ቇ = 0 (3.43)

а рівняння Веи̮ля:
𝑖σ̄ ⋅ ∂ψ௅ = 0, 𝑖σ ⋅ ∂ψோ = 0. (3.44)

§3.2. Рішення рівняння Дірака для вільних часток

Щоб виразніше відчути фізику в рівнянні Дірака, розглянемо и̮ого плоско-
хвильове рішення. Оскільки діракове поле ψ задовольняє рівнянню Кляи̮-
на–Ґордона, ми відразу знаємо, що воно може бути записане як лініи̮на
комбінація плоских хвиль:

ψ(𝑥) = 𝑢(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫, де 𝑝ଶ = 𝑚ଶ. (3.45)
Тимчасово зосередимося на рішеннях з позитивною частотою, тобто 𝑝଴ >
0. Вектор-стовпець 𝑢(𝑝) має задовольняти додатковому обмеженню, яке
можна отримати при підстановці (3.45) у рівняння Дірака:

(γஜ𝑝ஜ −𝑚)𝑢(𝑝) = 0. (3.46)
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Наи̮простіше проаналізувати це рівняння в системі спокою, де 𝑝 = 𝑝଴ =
(𝑚, 𝟎); а загальне рішення для довільного значення 𝑝 можна потім отри-
мати шляхом бусту Λ భ

మ
. У системі спокою рівняння (3.46) набуває вигляду

(𝑚γ଴ −𝑚)𝑢(𝑝଴) = 𝑚ቆ−1 1
1 −1ቇ𝑢(𝑝଴) = 0,

а и̮ого рішення є
𝑢(𝑝଴) = √𝑚ቆξξቇ (3.47)

для будь-якого числового двокомпонентного спінора ξ. Домовимося нор-
мувати ξ так, щоб ξறξ = 1; множник √𝑚 введено для подальшоı̈ зручно-
сті. Ми можемо інтерпретувати спінор ξ, розглядаючи ґенератор обертань
(3.27): ξ перетворюється при цьому як типовии̮ двокомпонентнии̮ спінор
ґрупи обертань, а отже, він звичаи̮ним чином визначає спінову орієнтацію
рішення рівняння Дірака. Наприклад, коли ξ = ( ଵ଴ ), то спін частки спрямо-
вано вгору вздовж третьоı̈ осі.

Зазначимо, що після застосування рівняння Дірака можна довільно
обрати лише два з чотирьох компонентів 𝑢(𝑝). Це саме те, чого ми потре-
бували, оскільки частка зі спіном ଵ/ଶ має лише два фізичні спінові стани—
вгору і вниз. (Звісно, ми трохи передчасно завели мову про частки та спін.
У § 3.5, проквантувавши поле Дірака, ми доведемо, що спіновии̮ момент ім-
пульсу діраковоı̈ частки є ~

ଶ ; а наразі лише зауважимо, що для кожного 𝑝 є
два можливі рішення 𝑢(𝑝).)

Тепер, коли мимаємо загальнии̮ вираз для 𝑢(𝑝) в системі спокою, може-
мо отримати 𝑢(𝑝) у будь-якіи̮ іншіи̮ системі шляхом бусту. Розглянемо буст
уздовж третьоı̈ осі. Спершу мусимо нагадати собі, як діє буст на 4-вектор. В
інфінітезимальніи̮ формі

ቆ𝐸𝑝ଷቇ = ቈ1 + ηቆ0 1
1 0ቇ቉ ቆ

𝑚
0ቇ ,

де η є деякии̮ нескінченно малии̮ параметр. Для скінченного ηмаємо напи-
сати

ቆ𝐸𝑝ଷቇ = expቈ1 + ηቆ0 1
1 0ቇ቉ ቆ

𝑚
0ቇ =

= ቈcosh ηቆ0 1
1 0ቇ + sinh ηቆ0 1

1 0ቇ቉ ቆ
𝑚
0ቇ =

= ቆ𝑚 cosh η
𝑚 sinh ηቇ .

(3.48)
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Параметр η називається стрімкістю. Ця величина є адитивною при послі-
довних бустах.

Тепер застосуємо тои̮ самии̮ буст до 𝑢(𝑝). Згідно з рівняннями (3.26) і
(3.30), маємо

𝑢(𝑝) = expቈ−η2ቆ
σଷ 0
0 −σଷቇ቉√𝑚ቆ

ξ
ξቇ =

= ቈcosh η2ቆ
1 0
0 1ቇ − sinhቆσ

ଷ 0
0 −σଷቇ቉√𝑚ቆ

ξ
ξቇ =

= ൭𝑒
஗/ଶ൫ଵି஢

య

ଶ ൯ + 𝑒ି஗/ଶ൫ଵା஢
య

ଶ ൯ 0
0 𝑒஗/ଶ൫ଵା஢

య

ଶ ൯ + 𝑒ି஗/ଶ൫ଵି஢
య

ଶ ൯
൱√𝑚ቆξξቇ =

= ⎛
⎜

⎝

ቊඥ𝐸 + 𝑝ଷቆ1 − σଷ
2 ቇ + ඥ𝐸 − 𝑝ଷቆ1 + σଷ

2 ቇቋ ξ

ቊඥ𝐸 + 𝑝ଷቆ1 + σଷ
2 ቇ + ඥ𝐸 − 𝑝ଷቆ1 − σଷ

2 ቇቋ ξ

⎞
⎟

⎠

. (3.49)

Останніи̮ рядок можна спростити и̮ отримати

𝑢(𝑝) = ቆ√𝑝 ⋅ σ ξඥ𝑝 ⋅ σ̄ ξቇ , (3.50)

де квадратнии̮ корінь від матриці слід розуміти так, що береться позитив-
не значення квадратного кореня від кожного ı̈ı̈ власного значення. Цеи̮ ви-
раз для 𝑢(𝑝) не лише компактнішии̮, а и̮ зберігає чинність для довільного
напрямку 𝐩. Працюючи з виразами такого типу, корисно знати тотожність

(𝑝 ⋅ σ)(𝑝 ⋅ σ̄) = 𝑝ଶ = 𝑚ଶ. (3.51)

Ви можете безпосередньо перевірити, що (3.50) є рішенням рівняння Діра-
ка у формі (3.43).

На практиці зазвичаи̮ зручніше працювати з конкретними спінорами ξ.
Корисним вибором були б тут власні стани σଷ. Наприклад, якщо ξ = ( ଵ଴ )
(спін угору вздовж третьоı̈ осі), ми маємо

𝑢(𝑝) = ቆඥ𝐸 − 𝑝ଷ( ଵ଴ )
ඥ𝐸 + 𝑝ଷ( ଵ଴ )

ቇ −−−−−−−−→
великии̮ буст

√2𝐸ቆ 0
( ଵ଴ )

ቇ , (3.52)

тоді як для ξ = ( ଴ଵ ) (спін униз уздовж третьоı̈ осі)

𝑢(𝑝) = ቆඥ𝐸 + 𝑝ଷ( ଴ଵ )
ඥ𝐸 − 𝑝ଷ( ଴ଵ )

ቇ −−−−−−−−→
великии̮ буст

√2𝐸ቆ(
଴
ଵ )
0 ቇ . (3.53)
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При η → ∞ стани вироджується у двокомпонентні спінори безмасовоı̈ час-
тки. (Тепер ми бачимо, для чого потрібен множник√𝑚 у (3.47)— він збері-
гає скінченність спінорних виразів у безмасовіи̮ межі.)

Рішення (3.52) і (3.53) є власними станами оператора спіральності,

ℎ ≡ ෝ𝐩 ⋅ 𝐒 = ଵ
ଶ ෝ𝑝௜ቆ

σ௜ 0
0 σ௜ቇ . (3.54)

Частка з ℎ = +ଵ/ଶ називається правополяризованою, тоді як з ℎ = −ଵ/ଶ лі-
вополяризованою. Спіральність масивноı̈ частки залежить від системи від-
ліку, бо завжди можна переи̮ти до такоı̈ системи, де ı̈ı̈ імпульс протилежно
спрямовании̮ (але спін незміннии̮). Для безмасовоı̈ частки, що рухається зі
швидкістю світла, такии̮ перехід виконати неможливо.

Надзвичаи̮но простаформа 𝑢(𝑝) для безмасовоı̈ частки у власному стані
спіральності робить поведінку таких часток легко зрозумілою. У Розділі 1
це дозволило нам угадати вигляд перерізу розсіяння для eାeି → µାµି у
безмасовіи̮ межі. У наступних розділах ми неодноразово вдаватимемося до
бездумних обчислень, після чого будемо розглядати власні стани спіраль-
ності у високоенерґетичному наближенні, аби збагнути, що ми зробили.

Тепер ми вже готові зрозуміти походження позначень ψ௅ і ψோ для веи̮-
левих спінорів. Рішеннями рівняння Веи̮ля є стани з визначеною спіраль-
ністю, що відповідають ліво- та правополяризованим часткам. Лоренц-ін-
варіантність спіральності (для безмасовоı̈ частки) є очевидна в запису веи̮-
левих спінорів, оскількиψ௅ іψோ існують у різних представленнях ґрупи Ло-
ренца.

Зручно записувати умову нормування для 𝑢(𝑝) в лоренц-інваріантному
вигляді. Вище ми бачили, що ψறψ не є інваріантним. Так само,

𝑢ற𝑢 = ቀξற√𝑝 ⋅ σ, ξறඥ𝑝 ⋅ σ̄ቁ ⋅ ቆ√
𝑝 ⋅ σ ξ

ඥ𝑝 ⋅ σ̄ ξቇ = 2𝐸𝐩 ξறξ. (3.55)

Для отримання лоренцового скаляра визначимо

𝑢̄(𝑝) = 𝑢ற(𝑝) γ଴. (3.56)

Відтак, провівши маи̮же ідентичні обчислення, маємо

𝑢̄𝑢 = 2𝑚 ξறξ. (3.57)

Це и̮ буде нашою умовою нормування. Крім того, ми додатково вимагаємо,
щоб двокомпонентнии̮ спінор ξ було нормовано звичаи̮ним чином: ξறξ = 1.
Також зручно обрати базисні спінори ξଵ та ξଶ (на зразок ( ଵ଴ ) і ( ଴ଵ )) ортоґо-
нальними. Для безмасовоı̈ частки рівняння (3.57) є тривіальним, тож у цьо-
му випадку ми маємо писати умову нормування у вигляді (3.55).
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Підсумуємо результати нашого розгляду. Загальне рішення рівняння
Дірака можна записати як лініи̮ну комбінацію плоских хвиль. Позитивно-
частотні хвилі мають вигляд

ψ(𝑥) = 𝑢(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫, 𝑝ଶ = 𝑚ଶ, 𝑝଴ > 0. (3.58)

Існують два лініи̮но незалежні рішення для 𝑢(𝑝):

𝑢௦(𝑝) = ቆ√𝑝 ⋅ σ ξ
௦

ඥ𝑝 ⋅ σ̄ ξ௦ቇ , 𝑠 = 1, 2, (3.59)

які ми нормуємо відповідно до

𝑢̄௥(𝑝) 𝑢௦(𝑝) = 2𝑚δ௥௦ або 𝑢௥ற(𝑝) 𝑢௦(𝑝) = 2𝐸𝐩 δ௥௦. (3.60)

Таким самим чином можемо знаи̮ти неґативно-частотні рішення:

ψ(𝑥) = 𝑣(𝑝) 𝑒௜௣⋅௫, 𝑝ଶ = 𝑚ଶ, 𝑝଴ > 0. (3.61)

(Зазначимо, що ми обрали за краще поставити знак плюс в експоненті, ніж
допустити від’ємне значення 𝑝଴.) Існують два лініи̮но незалежні рішення
для 𝑣(𝑝):

𝑣௦(𝑝) = ቆ √𝑝 ⋅ σ η௦
−ඥ𝑝 ⋅ σ̄ η௦ቇ , 𝑠 = 1, 2, (3.62)

де η௦ є іншимбазисом двокомпонентних спінорів. Ці рішення нормуємо згі-
дно з

𝑣̄௥(𝑝) 𝑣௦(𝑝) = −2𝑚δ௥௦ або 𝑣௥ற(𝑝) 𝑣௦(𝑝) = +2𝐸𝐩 δ௥௦. (3.63)

Спінори 𝑢 і 𝑣 також взаємно ортоґональні:

𝑢̄௥(𝑝) 𝑣௦(𝑝) = 𝑣̄௥(𝑝) 𝑢௦(𝑝) = 0. (3.64)

Будьте пильні, оскільки 𝑢௥ற(𝑝) 𝑣௦(𝑝) ≠ 0 і 𝑣௥ற(𝑝) 𝑢௦(𝑝) ≠ 0. Проте зазначи-
мо, що

𝑢௥ற(𝐩) 𝑣௦(−𝐩) = 𝑣௥ற(𝐩) 𝑢௦(−𝐩) = 0, (3.65)

демизмінили знак3-імпульсу в одному змножників у кожному спінорному
добутку.
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Спінові суми

При розрахунках феи̮нманових діаґрам у нас часто виникатиме потреба
взяти суму за станами поляризаціı̈ ферміонів. Шляхом простих обчислень
можемо отримати необхідне для цього співвідношення повноти:

෍
௦ୀଵ,ଶ

𝑢௦(𝑝) 𝑢̄௦(𝑝) =෍
௦
ቆ√𝑝 ⋅ σ ξ

௦

ඥ𝑝 ⋅ σ̄ ξ௦ቇ ቀξ
௦ற√𝑝 ⋅ σ, ξ௦றඥ𝑝 ⋅ σ̄ቁ =

= ቆ√𝑝 ⋅ σඥ𝑝 ⋅ σ̄ √𝑝 ⋅ σ√𝑝 ⋅ σ
ඥ𝑝 ⋅ σ̄ඥ𝑝 ⋅ σ̄ ඥ𝑝 ⋅ σ̄√𝑝 ⋅ σ

ቇ =

= ቆ 𝑚 𝑝 ⋅ σ
𝑝 ⋅ σ̄ 𝑚 ቇ .

У другому рядку ми використали тотожність

෍
௦ୀଵ,ଶ

ξ௦ξ௦ற = 𝟏 = ቆ1 0
0 1ቇ .

Отже, маємо бажану формулу:

෍
௦

𝑢௦(𝑝) 𝑢̄௦(𝑝) = γ ⋅ 𝑝 + 𝑚. (3.66)

Таким самим чином,

෍
௦

𝑣௦(𝑝) 𝑣̄௦(𝑝) = γ ⋅ 𝑝 − 𝑚. (3.67)

Комбінація γ ⋅ 𝑝 зустрічається так часто, що Феи̮нман ввів позначення: /𝑝 ≡
γஜ𝑝ஜ. Відтепер ми часто вживатимемо цеи̮ запис.

§3.3. Матриці Дірака та білінійні форми діракового поля

Мибачили в § 3.2,що величина ψ̄ψ є лоренцовим скаляром. Такожлегко по-
казати,що ψ̄γஜψ є 4-вектором—ми скористалися з цьогофакту, коли отри-
мували вираз длядіракового лаґранжіана (3.34). А зараз розглянемоформу
ψ̄Γψ, де Γ—деяка 4 × 4 постіи̮на матриця, і задамося загальнішим питан-
ням: чи можемоми розкласти цеи̮ вираз на доданки, щомають певні транс-
формаціи̮ні властивості щодо ґрупи Лоренца? Відповідь буде ствердною,
якщо запишемо матрицю Γ через шістнадцять базисних 4 × 4 матриць, ви-
значених як антисиметричні комбінаціı̈ γ-матриць:
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1 1 матриця
γஜ 4 матриці
γஜ஝ =ଵ

ଶ[γஜ, γ஝] ≡ γ[ஜγ஝] ≡ −𝑖σஜ஝ 6 матриць
γஜ஝஡ = γ[ஜγ஝γ஡] 4 матриці
γஜ஝஡஢ = γ[ஜγ஝γ஡γ஢] 1 матриця

16 загалом
Трансформаціи̮ні властивості цих матриць досить легко встановити.

Наприклад,
ψ̄ γஜ஝ψ → ൫ψ̄Λିଵభ

మ
൯ቀଵଶ[γ

ஜ, γ஝]ቁ ൫ψ̄Λ భ
మ
൯ =

= ଵ
ଶ ψቀΛ

ିଵ
భ
మ
γஜΛ భ

మ
Λିଵభ

మ
γ஝Λ భ

మ
− Λିଵభ

మ
γ஝Λ భ

మ
Λିଵభ

మ
γஜΛ భ

మ
ቁψ =

= Λஜ஑Λ஝ஒ ψ̄ γ஑ஒψ.
Кожен набір матриць перетворюється як антисиметричнии̮ тензор послі-
довно зростаючого ранґу.

Останні два набори матриць можна спростити, запровадивши додатко-
ву ґамма-матрицю

γହ ≡ 𝑖γ଴γଵγଶγଷ = − ௜
ସ! ε

ஜ஝஡஢γஜγ஝γ஡γ஢. (3.68)
Тоді γஜ஝஡஢ = −𝑖εஜ஝஡஢γହ і γஜ஝஡ = 𝑖εஜ஝஡஢γ஢γହ. Матриця γହ має наступні властиво-
сті, що ı̈х можна перевірити, скориставшись тотожністю (3.68) і антикому-
таціи̮ними співвідношеннями (3.22):

(γହ)ற = γହ; (3.69)
(γହ)ଶ = 1; (3.70)

{γହ, γஜ} = 0. (3.71)
З останньоı̈ властивості випливає, що ൣγହ, 𝑆ஜ஝൧ = 0. Отже, представлення
Дірака має бути привідним, бо власні векториматриці γହ з різними власни-
ми значеннями перетворюються без змішування (цеи̮ критеріи̮ привідно-
сті відомии̮ як лемаШура). У нашому базисі,

γହ = ቆ−1 0
−0 1ቇ (3.72)

у блочно-діаґональніи̮ формі. Тобто, діраковии̮ спінор, що має лише ліво-
(право-) поляризовании̮ компонент, є власним станом γହ з власним значе-
нням−1 (+1). І справді, ці спінори перетворюються без змішування, як ми
явно показали в § 3.2.

А тепер перепишемо нашу таблицю 4 × 4 матриць, запровадивши стан-
дартну термінолоґію:
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1 скаляр 1
γஜ вектор 4
σஜ஝ = ௜

ଶ[γஜ, γ஝] тензор 6
γஜγହ псевдовектор 4
γହ псевдоскаляр 1

16

Терміни псевдовектор і псевдоскаляр позначають величини, що поводя-
ться відповідно як вектори та скаляри при безперервних перетвореннях
Лоренца, але змінюють знак при дискретних перетвореннях парності (це
ми розглянемо в § 3.6).

За допомогою векторних і псевдовекторних матриць можемо утворити
два струми з білініи̮них форм діракового поля:

𝑗ஜ(𝑥) = ψ̄(𝑥) γஜψ(𝑥); 𝑗ஜହ(𝑥) = ψ̄(𝑥)γஜγହψ(𝑥). (3.73)

Обчислимодивергенціı̈ цих струмів, виходячи з того,щоψ задовольняє рів-
нянню Дірака:

∂ஜ𝑗ஜ = ∂ஜψ̄ γஜψ + ψ̄ γஜ∂ஜψ = (𝑖𝑚ψ̄)ψ + ψ̄(−𝑖𝑚ψ) = 0. (3.74)

Отже, 𝑗ஜ завжди зберігається, якщоψ(𝑥) є рішенням рівняння Дірака. Коли
мипоєднуємо діракове поле з електромаґнітним, 𝑗ஜ стає питомим електри-
чним струмом. Таким самим чином можна обчислити

∂ஜ𝑗ஜହ = 2 𝑖𝑚 ψ̄ γହψ. (3.75)

При 𝑚 = 0 цеи̮ струм (и̮ого часто називають аксіальним векторним стру-
мом) також зберігається. В цьому разі корисно утворити лініи̮ні комбінаціı̈

𝑗ஜ௅ = ψ̄ γஜቆ1 − γହ
2 ቇψ, 𝑗ஜோ = ψ̄ γஜቆ1 + γହ

2 ቇψ. (3.76)

Коли 𝑚 = 0, це є питомі електричні струми ліво- та правополяризованих
часток відповідно, і вони зберігаються окремо.

Два струми 𝑗ஜ та 𝑗ஜହ є нотеровими струмами, що відповідають двом пе-
ретворенням

ψ(𝑥) → 𝑒௜஑ψ(𝑥), ψ(𝑥) → 𝑒௜஑ஓఱψ(𝑥).
Перше з них є симетрією діракового лаґранжіана (3.34). Друге називає-
ться кіральним перетворенням і є симетрією диференціи̮ного (кінетично-
го) члена в ℒ—але не масового члена; отже, теорема Нотер підтверджує,
що аксіальнии̮ векторнии̮ струм зберігається лише при𝑚 = 0.
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Добуток діракових білініи̮них форм задовольняють співвідношенням,
відомим як тотожності Фірца. Ми обговоримо лише наи̮простішу з них,
яку кілька разів будемо застосовувати в нашому курсі. Цю тотожність наи̮-
легше записати в термінах двокомпонентних веи̮левих спінорів, запрова-
джених у (3.36).

Основа співвідношення— тотожність для 2×2матриць σஜ, визначених
у (3.41):

(σஜ)஑ஒ(σஜ)ஓஔ = 2ε஑ஓεஒஔ. (3.77)
Для розуміння цього співвідношення треба зазначити, що індекси α, γ пе-
ретворюються за лоренцовим представленням ψ௅, тоді як β, δ перетворю-
ються за окремим представленням ψோ, а вся величина має бути лоренц-
інваріантною. Альтернативно, можна в явному вигляді перевірити всі 16
компонентів рівняння (3.77).

Обкладаючи тотожність (3.77) з обох боків правополяризованими ча-
стинами (тобто нижніми половинами) діракових спінорів 𝑢ଵ, 𝑢ଶ, 𝑢ଷ, 𝑢ସ, ма-
ємо

(𝑢̄ଵோσஜ𝑢ଶோ) ൫𝑢̄ଷோσஜ𝑢ସோ൯ = 2ε஑ஓ𝑢̄ଵோ஑𝑢̄ଷோஓεஒஔ𝑢ଶோஒ𝑢ସோஔ =
= −(𝑢̄ଵோσஜ𝑢ସோ) ൫𝑢̄ଷோσஜ𝑢ଶோ൯

(3.78)

Це нетривіальне співвідношення стверджує, що добуток білініи̮них форм у
(3.78) є антисиметричним при перестановках індексів 2 і 4, а також 1 і 3.
Тотожність (3.77) справедлива і для σ̄ஜ, тому ми знаходимо

(𝑢̄ଵ௅σ̄ஜ𝑢ଶ௅) ൫𝑢̄ଷ௅σ̄ஜ𝑢ସ௅൯ = −(𝑢̄ଵ௅σ̄ஜ𝑢ଷ௅) ൫𝑢̄ଷ௅σ̄ஜ𝑢ଶ௅൯ . (3.79)

Іноді корисно об’єднати тотожністьФірца (3.78) зі співвідношеннямміж σஜ
та σ̄ஜ:

ε஑ஒ(σஜ)ஒஓ = (σ̄ஜ)஑ஒ εஒஓ. (3.80)
Останніи̮ вираз такожперевіряєтьсявявномувигляді. Застосувавши(3.80),
(3.79) і співвідношення

σ̄ஜσஜ = 4, (3.81)
можемо, наприклад, спроститижахливі добутки білініи̮них форм на зразок

(𝑢̄ଵ௅σ̄ஜσ஝σ̄஛𝑢ଶ௅)(𝑢̄ଷ௅σ̄ஜσ஝σ̄஛𝑢ସ௅) =
= 2ε஑ஓ𝑢̄ଵ௅஑𝑢̄ଷ௅ஓεஒஔ(σ஝σ̄஛𝑢ଶ௅)ஒ(σ஝σ̄஛𝑢ସ௅)ஔ =
= 2ε஑ஓ𝑢̄ଵ௅஑𝑢̄ଷ௅ஓεஒஔ𝑢ଶ௅ஒ(σ஛σ̄ ஝σ஝σ̄஛𝑢ସ௅)ஔ =
= 2 ⋅ (4)ଶ ⋅ ε஑ஓ𝑢̄ଵ௅஑𝑢̄ଷ௅ஓεஒஔ𝑢ଶ௅ஒ𝑢ସ௅ஔ =
= 16(𝑢̄ଵ௅σ̄ஜ𝑢ଶ௅)(𝑢̄ଷ௅σ̄ஜ𝑢ସ௅).

(3.82)
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Існують також тотожності Фірца для перестановок 4-компонентних ді-
ракових спінорів і 4×4матриць Дірака. Проте для ı̈х отримання краще ско-
ристатися систематичнішим підходом. У Задачі 3.6 представлено загаль-
нии̮ метод і деякі приклади и̮ого застосування.

§3.4. Квантування діракового поля

Тепермивже готові до побудовиквантовоı̈ теоріı̈ вільного діракового поля.
З лаґранжіана

ℒ = ψ̄ (𝑖/∂−𝑚)ψ = ψ̄ (𝑖γஜ∂ஜ −𝑚)ψ (3.83)
бачимо, що канонічнии̮ імпульс, спряжении̮ доψ, є 𝑖ψற, а отже, гамільтоніан

𝐻 = න𝑑ଷ𝐱 ψ̄(−𝑖γ ⋅ ∇ + 𝑚)ψ = න𝑑ଷ𝐱ψற൫−𝑖γ଴γ ⋅ ∇ + 𝑚γ଴൯ψ. (3.84)

Якщо ми визначимо α = γ଴γ, β = γ଴, то величину в дужках можемо інтер-
претувати як гамільтоніан Дірака в одночастковіи̮ квантовіи̮ механіці:

ℎ஽ = −𝑖α ⋅ ∇ + 𝑚β. (3.85)

Як не треба квантувати діракове поле:
урок зі спіну й статистики

Щоб проквантувати діракове поле за аналоґією з полем Кляи̮на–Ґордона,
ми мусили б накласти канонічні комутаціи̮ні співвідношення

[ψ௔(𝐱), ψற
௕(𝐲)] = δ(ଷ)(𝐱 − 𝐲) δ௔௕ (однаковии̮ час), (3.86)

де 𝑎 і 𝑏 позначають компоненти спінора ψ. Це вже доволі дивно, бо якби
ψ(𝑥) було діи̮сним, то ліва сторона рівняння змінювала б знак при заміні
𝐱 ↔ 𝐲, тоді як права сторона симетрична щодо такоı̈ перестановки. Але
оскільки спінор ψ(𝑥) комплекснии̮, ми поки не маємо протиріч. Насправ-
ді ж ми скоро переконаємося, що комутаціи̮ні співвідношення, накладені
нами на діракове поле, породжують і значно сери̮озніші проблеми. Проте
буде повчально подивитись, як далеко ми зможемо заи̮ти— це дозволить
нам краще зрозуміти зв’язок між спіном і статистикою. Отож продовжимо;
але пам’ятаи̮те, що наступні кілька сторінок зрештою заведуть нас у безви-
хідь.

Наша перша задача— знаи̮ти представлення комутаціи̮них співвідно-
шень у термінах операторів народження та знищення, яке діаґоналізує 𝐻.
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З вигляду гамільтоніана (3.84) ясно, що буде корисно розкластиψ(𝑥) за ба-
зисом власних функціи̮ ℎ஽. Ми вже знаємо ці власні функціı̈ з обчислень у
§ 3.3. Там ми виявили, що

ൣ𝑖γ଴∂଴ + 𝑖γ ⋅ ∇ − 𝑚൧𝑢௦(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫ = 0,

тож 𝑢௦(𝐩) 𝑒௜𝐩⋅𝐱 є власними функціями ℎ஽ з власними значеннями 𝐸𝐩. Так са-
мо 𝑣௦(𝐩) 𝑒ି௜𝐩⋅𝐱 (або, еквівалентно, 𝑣௦(−𝐩) 𝑒௜𝐩⋅𝐱) є власними функціями ℎ஽ з
власними значеннями −𝐸𝐩. Вони утворюють повнии̮ набір власних фун-
кціи̮, бо для будь-якого 𝐩 існують два спінори 𝑢 і два спінори 𝑣, що дають
нам чотири власні вектори 4 × 4 матриці ℎ஽.

Розклавши ψ за цим базисом, отримуємо

ψ(𝐱) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

𝑒௜𝐩⋅𝐱 ෍
௦ୀଵ,ଶ

ൣa௦𝐩𝑢௦(𝐩) + b௦ି𝐩𝑣௦(−𝐩)൧ , (3.87)

де a௦𝐩 і b௦𝐩 є операторними коефіцієнтами. (Поки ми працюємо в картині
Шродинґера, де ψ не залежить від часу.) Постулюємо комутаціи̮ні співвід-
ношення

[a௥𝐩, a௦ற𝐪 ] = [b௥𝐩, b௦ற𝐪 ] = (2π)ଷδ(ଷ)(𝐩 − 𝐪)δ௥௦. (3.88)

Тоді легко перевірити справедливість (3.86) для ψ і ψற:

[ψ(𝐱), ψற(𝐲)] = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ න 𝑑ଷ𝐪

(2π)ଷ
1

ඥ2𝐸𝐩 ⋅ 2𝐸𝐪
𝑒௜(𝐩⋅𝐱ି𝐪⋅𝐲)×

×෍
௥,௦
൫[a௥𝐩, a௦ற𝐪 ] 𝑢௥(𝐩) 𝑢̄௥(𝐪) + [b௥ି𝐩, b௦றି𝐪] 𝑣௥(−𝐩) 𝑣̄௥(−𝐪)൯ =

= න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

𝑒௜𝐩⋅(𝐱ି𝐲)× (3.89)

× ൣ(γ଴𝐸𝐩 − γ ⋅ 𝐩 + 𝑚) + (γ଴𝐸𝐩 + γ ⋅ 𝐩 − 𝑚)൧ γ଴ =
= δ(ଷ)(𝐱 − 𝐲) × 1ସ×ସ.

На другому кроці ми використали співвідношення повноти (3.66) і (3.67)
для для спінових сум.

Тепер ми готові записати 𝐻 у термінах a і b. Після ще одного короткого
обчислення (використавши співвідношення ортоґональності (3.60), (3.63)
і (3.65)) знаходимо

𝐻 = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ ෍

௦
൫𝐸𝐩a௦ற𝐩 a௦𝐩 − 𝐸𝐩b௦ற𝐩 b௦𝐩൯ . (3.90)
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У другому члені закралась якась жахлива помилка: породжуючи дедалі
більше часток через bற ми можемо зменшувати енерґію до нескінченності.
(Заміна b ↔ bற не допомогла б, оскільки це зруи̮нувало б комутаціи̮ні спів-
відношення (3.89).)

Здається, ми наразилися на досить сери̮озну проблему, проте спробуи̮-
мо піти ще далі и̮ дослідити причинність у ціи̮ теоріı̈. Для цього належить
обчислити [ψ(𝑥), ψற(𝑥)] (або,що зручніше, [ψ(𝑥), ψ̄(𝑥)]) у різні моментича-
су і сподіватися отримати нуль поза межами світлового конуса. Наи̮перше
маємо переи̮ти до картини Гаи̮зенберґа і відновити залежність від часу ψ
та ψ̄. Скориставшись співвідношенням

𝑒௜ு௧a௦𝐩𝑒ି௜ு௧ = a௦𝐩𝑒ି௜ா𝐩௧, 𝑒௜ு௧b௦𝐩𝑒ି௜ு௧ = b௦𝐩𝑒ା௜ா𝐩௧, (3.91)

негаи̮но отримуємо

ψ(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

෍
௦
൫a௦𝐩𝑢௦(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫ + b௦𝐩𝑣௦(𝑝) 𝑒௜௣⋅௫൯ ;

ψ̄(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

෍
௦
൫a௦ற𝐩 𝑢̄௦(𝑝) 𝑒௜௣⋅௫ + b௦ற𝐩 𝑣̄௦(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫൯ .

(3.92)

Тепер ми можемо обчислити загальнии̮ комутатор:

[ψ௔(𝑥), ψ̄௕(𝑥)] = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

×

×෍
௦
൫𝑢௦௔(𝑝)𝑢̄௦௕(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬) + 𝑣௦௔(𝑝)𝑣̄௦௕(𝑝) 𝑒௜௣⋅(௫ି௬)൯ =

= න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

×

× ൫(/𝑝 + 𝑚)௔௕ 𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬) + (/𝑝 −𝑚)௔௕ 𝑒௜௣⋅(௫ି௬)൯ =

= (𝑖/∂௫ +𝑚)௔௕න
𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

൫𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬) − 𝑒௜௣⋅(௫ି௬)൯ =

= (𝑖/∂௫ +𝑚)௔௕[ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)] .

Оскільки [ϕ(𝑥), ϕ(𝑦)] (комутатор діи̮сного поля Кляи̮на–Ґордона) поза сві-
тловим конусом дорівнює нулю, ця величина також нульова.

Проте таке розв’язання проблеми причинності видається підозрілим.
Нехаи̮ |0⟩ є станом що знищується всіма a௦𝐩 і b௦𝐩, тобто: a௦𝐩|0⟩ = b௦𝐩|0⟩ = 0.
Тоді

[ψ௔(𝑥), ψ̄௕(𝑦)] = ⟨0|[ψ௔(𝑥), ψ̄௕(𝑦)]|0⟩ =
= ⟨0|ψ௔(𝑥) ψ̄௕(𝑦)|0⟩ − ⟨0|ψ̄௕(𝑦)ψ௔(𝑥)|0⟩,
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так само, як для поля Кляи̮на–Ґордона. Але там ми мали внески від двох
частин комутатора: поза світловим конусом розповсюдження частки від 𝑥
до 𝑦 скорочувалося розповсюдженням античастки від 𝑥 до 𝑦. А тут обидва
внески дає перша частина комутатора ⟨0|ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)|0⟩, тоді як друга тото-
жно нульова. Взаємно скорочуються частки з позитивною та неґативною
енерґією, причому обидві розповсюджуються від 𝑥 до 𝑦.

Це спостереження фактично вказує нам шлях до розв’язання проблеми
неґативноı̈ енерґіı̈. Одне з наших припущень, зроблених при квантуванні
теоріı̈ Дірака, має бути хибним. Тому забудьмо постульовані нами комута-
ціи̮ні співвідношення (3.86) та (3.88) і погляньмо, якимчиномможна забез-
печити розповсюдження часток з позитивною енерґією в обох напрямках.
Також ми маємо відмовитися від нашого визначення вакууму |0⟩ як стану,
що знищується всіма a𝐩 і b𝐩. Проте збережемо вирази (3.92) для ψ(𝑥) та
ψ̄(𝑥), як операторів Гаи̮зенберґа, оскількиψ(𝑥) та ψ̄(𝑥), як рішення рівнян-
няДірака, маютьрозкладатися за такимиполоско-хвильовимирішеннями.

Передовсім розглянемо амплітуду ⟨0|ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)|0⟩, яка має представля-
ти частку з позитивною енерґією, що розповсюджується від 𝑥 до 𝑦. У цьому
випадку ми б хотіли, щоб стан ψ̄(𝑦)|0⟩ (у картині Гаи̮зенберґа) був лініи̮-
ною комбінацією станів лише з позитивною або лише з неґативною енер-
ґією (оскільки гаи̮зенберґів стан Ψு = 𝑒ା௜ு௧Ψௌ). Отже, ненульовии̮ внесок
у ψ̄(𝑦)|0⟩ можуть робити лише члени з a௦ற𝐩 , а це означає, що b௦ற𝐩 мають зни-
щувати вакуум. Відповідно, ⟨0|ψ(𝑥) може містити лише позитивно-часто-
тні компоненти. Звідси маємо

⟨0|ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)|0⟩ = ⟨0|න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

෍
௥

a௥𝐩𝑢௥(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫ ×

×න 𝑑ଷ𝐪
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐪

෍
௥

a௥ற𝐪 𝑢̄௥(𝑞) 𝑒௜௤⋅௬|0⟩.
(3.93)

Миможемо дещо сказати проматричні елементи ⟨0|a௥𝐩a௦ற𝐪 |0⟩, навіть не зна-
ючи, як переставляються a௥𝐩 і a௦ற𝐪 , а лише на підставі трансляціи̮ноı̈ та обер-
тальноı̈ інваріантності. Якщо основнии̮ стан |0⟩ інваріантнии̮ до трансля-
ціи̮, то |0⟩ = 𝑒௜𝐏⋅𝐱|0⟩. Крім того, оскільки a௦ற𝐪 породжує імпульс 𝐪, можна ско-
ристатися рівняннями (2.48):

⟨0|a௥𝐩a௦ற𝐪 |0⟩ = ⟨0|a௥𝐩a௦ற𝐪 𝑒௜𝐏⋅𝐱|0⟩ =
= 𝑒௜(𝐩ି𝐪)⋅𝐱⟨0|𝑒௜𝐏⋅𝐱a௥𝐩a௦ற𝐪 |0⟩ =
= 𝑒௜(𝐩ି𝐪)⋅𝐱⟨0| a௥𝐩a௦ற𝐪 |0⟩.

А отже, ⟨0| a௥𝐩a௦ற𝐪 |0⟩ не дорівнює нулю, лише тоді, коли 𝐩 = 𝐪. Так само мо-
жна показати, що з обертальноı̈ інваріантності |0⟩ випливає 𝑟 = 𝑠. (Це має
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бути зрозуміло інтуı̈тивно і може бути перевірено після вивчення опера-
тора моменту імпульсу далі в цьому параґрафі.) З цих міркувань робимо
висновок, що матричнии̮ елемент можна записати у вигляді

⟨0|a௥𝐩a௦ற𝐪 |0⟩ = (2π)ଷδ(ଷ)(𝐩 − 𝐪) δ௥௦ ⋅ 𝐴(𝐩),

де 𝐴(𝐩) поки не визначено. Зауважимо, що за умови позитивності нор-
ми стану (а це одна з обов’язкових властивостеи̮ будь-якого гільбертового
простору) 𝐴(𝐩) має бути більшою від нуля. Тепер ми можемо повернутися
до (3.93) і записати

⟨0|ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)|0⟩ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

෍
௦

𝑢௦(𝑝) 𝑢̄௦(𝑝) 𝐴(𝐩) 𝑒௜௣⋅(௫ି௬) =

= න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

෍
௦

(/𝑝 + 𝑚)𝐴(𝐩) 𝑒௜௣⋅(௫ି௬).

Цеи̮ вираз інваріантнии̮ лише тоді, коли 𝐴(𝐩) є лоренцовим скаляром, тоб-
то 𝐴(𝐩) = 𝐴(𝑝ଶ). А позаяк 𝑝ଶ = 𝑚ଶ, то 𝐴(𝐩) має бути константою. У кінцево-
му підсумку одержимо

⟨0|ψ௔(𝑥)ψ̄௕(𝑦)|0⟩ = (𝑖/∂+𝑚)௔௕න
𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬) ⋅ 𝐴. (3.94)

Так само в амплітуді ⟨0|ψ̄௕(𝑦)ψ௔(𝑥)|0⟩ ми хочемо мати лише внески пози-
тивно-частотних членів з ψ̄(𝑦) і неґативно-частотних з ψ(𝑥). Отже, a௦𝐩 усе
ще знищує вакуум, а от b௦𝐩 уже ні. Виходячи з арґументів, ідентичних вище-
наведеним, маємо

⟨0|ψ̄௕(𝑦)ψ௔(𝑥)|0⟩ = −(𝑖/∂+𝑚)௔௕න
𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

𝑒௜௣⋅(௫ି௬) ⋅ 𝐵, (3.95)

де 𝐵 є іншою позитивною константою. Знак мінус тут важливии̮— він по-
ходить зі співвідношення повноти (3.67) для ∑𝑣𝑣̄ та знаку при 𝑥 в експо-
ненті. А це означає, що ми не зможемо отримати ⟨0|ψ௔(𝑥)ψ̄௕(𝑦)|0⟩ = 0 поза
світловимконусом, бо два члени (3.94) та (3.95) скоротилисяблише за умо-
ви 𝐴 = −𝐵, але це неможливо, оскільки і 𝐴, і 𝐵 мають бути позитивними.

Тепер розв’язання проблеми маи̮же в наших руках. Встановивши 𝐴 =
𝐵 = 1, легко отримати (поза межами світлового конуса):

⟨0|ψ௔(𝑥)ψ̄௕(𝑦)|0⟩ = −⟨0|ψ̄௕(𝑦)ψ௔(𝑥)|0⟩.

Отже, спінорніполя, розділені простороподібним інтервалом,антикомутують
між собою. Цього достатньо для збереження причинності, оскільки всі
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прии̮нятні спостережні величини (на зразок енерґіı̈, заряду і числа часток)
побудовані з парної комбінаціı̈ спінорних полів, а для будь-яких спостере-
жних такого типу 𝒪ଵ і 𝒪ଶ ми все ще маємо [𝒪ଵ, 𝒪ଶ] = 0 при (𝑥 − 𝑦)ଶ < 0.

Примітно,щопостулюванням антикомутаціи̮них співвідношень дляді-
ракового поля ми водночас розв’язуємо проблему неґативноı̈ енерґіı̈. Рів-
ночасові антикомутаціи̮ні співвідношення матимуть вигляд

{ψ௔(𝐱), ψற
௕(𝐲)} = δ(ଷ)(𝐱 − 𝐲) δ௔௕;

{ψ௔(𝐱), ψ௕(𝐲)} = {ψற
௔(𝐱), ψற

௕(𝐲)} = 0.
(3.96)

Ми можемо розкласти ψ(𝐱) за a௦𝐩 і b௦𝐩, як і раніше (рівняння (3.87)). Опера-
тори народження і знищення мають задовольняти умовам

{a௥𝐩, a௦ற𝐪 } = {b௥𝐩, b௦ற𝐪 } = (2π)ଷδ(ଷ)(𝐩 − 𝐪) δ௥௦ (3.97)

(решта антикомутаторів дорівнюють нулю), щоб виконувались співвідно-
шення (3.96). Наступне обчислення дає гамільтоніан

𝐻 = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ ෍

௦
൫𝐸𝐩a௦ற𝐩 a௦𝐩 − 𝐸𝐩b௦ற𝐩 b௦𝐩൯ ,

такии̮ самии̮, як і раніше; b௦ற𝐩 все ще народжують стани з неґативною енер-
ґією. Проте співвідношення {b௥𝐩, b௦ற𝐪 } = (2π)ଷδ(ଷ)(𝐩 − 𝐪) δ௥௦ є симетричним
щодо b௦𝐩 і b௦ற𝐩 . Тому просто перевизначимо:

෥b௦𝐩 ≡ b௦ற𝐩 ; ෥b௦ற𝐩 ≡ b௦𝐩. (3.98)

Зрозуміло,щонові оператори задовольняютьтакимсамимантикомутаціи̮-
ним співвідношенням, але тепер другии̮ член у гамільтоніані є

−𝐸𝐩b௦ற𝐩 b௦𝐩 = +𝐸𝐩෥b௦ற𝐩 ෥b௦𝐩 − (const).

Якщо вибрати |0⟩ як стан, що знищується операторами a௦𝐩 і ෥b௦𝐩, то всі збу-
дження |0⟩ мають позитивну енерґію.

Що ж сталося? Для кращого розуміння цього прии̮ому, відмовимось на-
разі від теоріı̈ поля и̮ розглянемотеоріюлишезоднієюпароюоператорівb і
bற, для яких виконується {b, bற} = 1 і {b, b} = {bற, bற} = 0. Оберемо стан |0⟩
такии̮, що b|0⟩ = 0. Тоді bற|0⟩ є новим станом; позначимо и̮ого |1⟩. Цеи̮ стан
задовольняє умовам b|1⟩ = |0⟩ і bற|1⟩ = 0. Отже, b і bற діють у гільбертово-
му просторі з двох станів |0⟩ і |1⟩. Ми могли б сказати, що |0⟩ є „порожнім“
станом, а bற „заповнює“ и̮ого. Але рівнозначно мимогли б назвати |1⟩ поро-
жнім станом і сказати, що b = ෥bற заповнює и̮ого. Ці два представлення аб-
солютно еквівалентні, поки не визначена певна спостережна величина, що
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дозволить нам фізично розрізняти ці стани. У нашому випадку коректним
є такии̮ вибір, коли стан з нижчою енерґією порожніи̮. І задля уникнення
плутанини доцільно позначити ермітовим спряженням тои̮ оператор, що
породжує позитивну енерґію. Саме так ми і вчинили.

Зазначимо між іншим, що оскільки (෥bற)ଶ = 0, то стан не можна запов-
нити двічі. Загальніше, з антикомутаціи̮них співвідношень випливає, що
будь-якии̮ багаточастковии̮ стан є антисиметричним відносно переставле-
ння двох часток: aற𝐩aற𝐪|0⟩ = −aற𝐪aற𝐩|0⟩. Таким чином, ми робимо висновок,
що сходовим операторам, які задовольняють антикомутаційним співвід-
ношенням, відповідають частки, що підкоряються статистиціФермі–Діра-
ка.

Щои̮но ми показали, що для забезпечення присутності у вакуумі збу-
дженьлише з позитивноюенерґієюмимусимопроквантуватидіракове по-
ле з антикомутаціи̮ними співвідношеннями; за цих умов частки, пов’язані
з діраковим полем, задовольняють статистиці Фермі– Дірака. Цеи̮ висно-
вок є окремим випадком більш загального результату, вперше отримано-
го Паулі:10 з вимог лоренц-інваріантності, позитивноı̈ енерґіı̈, позитивноı̈
норми та причинності випливає, що частки з цілим спіном підкоряються
статистиці Бозе–Еи̮нштеи̮на, тоді як частки з напівцілим спіном задоволь-
няють статистиці Фермі–Дірака.

Квантоване діракове поле

А зараз систематично підсумуємо результати квантування теоріı̈ Дірака.
Передовсім очистимо наші позначення— відтепер ми писатимемо ෥b (опе-
ратор, що знижує енерґію стану) просто як b𝐩, а ෥bற як bற𝐩. Усі вирази, що ı̈х
ми потребуватимемо в подальшіи̮ роботі, виписані нижче; а все, наведене
в попередньому пункті, що ı̈м суперечить, треба забути. Спершу напишемо
польові оператори

ψ(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

෍
௦
൫a௦𝐩𝑢௦(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫ + b௦ற𝐩 𝑣௦(𝑝) 𝑒௜௣⋅௫൯ ; (3.99)

ψ̄(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

෍
௦
൫b௦𝐩𝑣̄௦(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫ + a௦ற𝐩 𝑢̄௦(𝑝) 𝑒௜௣⋅௫൯ . (3.100)

Оператори народження та знищення підпорядковуються антикомутаціи̮-
ним правилам

{a௥𝐩, a௦ற𝐩 } = {b௥𝐩, b௦ற𝐩 } = (2π)ଷδ(ଷ)(𝐱 − 𝐲) δ௥௦, (3.101)
10W. Pauli, Phys. Rev. 58, 716 (1940), репринт у [51]. Строгии̮ розгляд наведено у Стрітера і
Ваи̮тмана [64].
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а решта антикомутаторів дорівнюють нулю. Рівночасові антикомутаціи̮ні
співвідношення для ψ і ψற є такі

{ψ௔(𝐱), ψற
௕(𝐲)} = δ(ଷ)(𝐱 − 𝐲) δ௔௕;

{ψ௔(𝐱), ψ௕(𝐲)} = {ψற
௔(𝐱), ψற

௕(𝐲)} = 0.
(3.102)

Вакуум |0⟩ визначається як стан, що для нього

a௦𝐩|0⟩ = b௦𝐩|0⟩ = 0. (3.103)

Гамільтоніан можна записати, як

𝐻 = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ ෍

௦

𝐸𝐩൫a௦ற𝐩 a௦𝐩 + b௦ற𝐩 b௦𝐩൯ , (3.104)

де ми відкинули нескінченнии̮ постіи̮нии̮ доданок, що виникає від антико-
мутування b௦𝐩 і b௦ற𝐩 . Звідси бачимо, що вакуум є станом з наи̮нижчою енерґі-
єю, як ми и̮ хотіли. Оператор імпульсу є

𝐏 = න𝑑ଷ𝐱ψற(−𝑖∇)ψ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ ෍

௦

𝐩൫a௦ற𝐩 a௦𝐩 + b௦ற𝐩 b௦𝐩൯ . (3.105)

Отже, обидва оператори a௦ற𝐩 і b௦ற𝐩 народжують частки з енерґією +𝐸𝐩 та ім-
пульсом 𝐩. Позначимо частки, народжені a௦ற𝐩 , як ферміони, а народжені b௦ற𝐩 ,
як антиферміони. Одночасткові стани

|𝐩, 𝑠⟩ ≡ ඥ2𝐸𝐩 a௦ற𝐩 |0⟩ (3.106)

визначимо так, щоб ı̈хніи̮ скалярнии̮ добуток

⟨𝐩, 𝑟|𝐪, 𝑠⟩ = 2𝐸𝐩(2π)ଷδ(ଷ)(𝐩 − 𝐪) δ௥௦ (3.107)

був лоренц-інваріантним. Звідси випливає, що оператор 𝑈(Λ), якии̮ здіи̮-
снює перетворення Лоренца на станах гільбертового простору, є унітар-
ним, хоча бусти Λ భ

మ
неунітарні.

Не завадить провести перевірку на відповідність і переконатися, що
𝑈(Λ) реалізує правильне перетворення ψ(𝑥). Тож порахуємо:

𝑈ψ(𝑥)𝑈ିଵ = 𝑈න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

×

×෍
௦

(a௦𝐩𝑢௦(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫ + b௦ற𝐩 𝑣௦(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫)𝑈ିଵ.
(3.108)
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Зосередимось на першому члені; другии̮ обчислюється цілком аналоґічно.
З рівняння (3.106) випливає, що a௦𝐩 перетворюється відповідно до

𝑈(Λ)a௦𝐩𝑈ିଵ(Λ) = ඨ𝐸ஃ𝐩𝐸𝐩
a௦ஃ𝐩, (3.109)

за умови, що вісь квантування спіну паралельна до напрямку бусту або
осі обертання. Щоб скористатися цим співвідношенням для обчислення
(3.108), перепишемо інтеґрал, як

න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

a௦𝐩 = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

⋅ ඥ2𝐸𝐩 a௦𝐩.

Другии̮ множник перетворюється під дією𝑈 звичаи̮ним чином, а першии̮ є
лоренц-інваріантним інтеґралом.Такимчином, якщомизастосуємо (3.109)
і зробимо підстановку ෥𝑝 = Λ𝑝, то (3.108) набуває вигляду

𝑈(Λ)ψ(𝑥)𝑈ିଵ(Λ) = න 𝑑ଷ෥𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸෥𝐩

෍
௦

𝑢௦(Λିଵ෥𝑝)ඥ2𝐸෥𝐩 a
௦
෥𝐩 𝑒ି௜෥௣⋅ஃ௫ +⋯ .

Але 𝑢௦(Λିଵ෥𝑝) = Λିଵభ
మ
𝑢௦(෥𝑝), тому насправді ми маємо

𝑈(Λ)ψ(𝑥)𝑈ିଵ(Λ) = න 𝑑ଷ෥𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸෥𝐩

෍
௦

Λିଵభ
మ
𝑢௦(෥𝑝)a௦෥𝐩 𝑒ି௜෥௣⋅ஃ௫ +⋯ =

= Λିଵభ
మ
ψ(Λ𝑥).

(3.110)

Цеи̮ результат стверджує, що перетворене поле народжує і знищує частки
в точці Λ𝑥, як і належить. Проте зазначимо, що це перетворення здіи̮сню-
ється в іншому напрямку порівняно з (3.2), де перетворене поле ϕ було
обчислено в Λିଵ𝑥. Різниця в тому, що в § 3.1 ми розглядали перетворення
попередньо існуючого розподілу поля, що вимірювалося функцією ϕ(𝑥). А
тут ми перетворюємо дію поля ψ(𝑥) при народженні або знищенні часток.
Ці два способи реалізаціı̈ перетворення Лоренца працюють у протилежних
напрямках. Зауважимо, однак, що матриці, які діють на ψ, і перетворення
координати 𝑥 мають правильну відносну орієнтацію, узгоджену з (3.8).

Далі розглянемо спін діраковоı̈ частки.Ми припускали,що діракові фер-
міони мають спін ଵ/ଶ; тепер можемо вивести це з нашого формалізму. Як ми
вже показали, частки, народжені операторами a௦ற𝐩 і b௦ற𝐩 , мають два „спіно-
ві“ стани: 𝑠 = 1, 2. Проте ми ще не довели, що цеи̮ „спін“ має бодаи̮ якии̮сь
стосунок до моменту імпульсу. Для цього мусимо отримати вираз для опе-
ратора моменту імпульсу.
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Нагадаємо, що ми знаи̮шли оператор лініи̮ного імпульсу в § 2.2, роз-
глядаючи збережену величину, пов’язану з трансляціи̮ною інваріантністю.
Оператор моменту імпульсу можемо знаи̮ти схожим чином, як наслідок
обертальноı̈ інваріантності. При обертанні (або будь-якому іншому пере-
творенні Лоренца) діракове полеψперетворюється (за нашимпочатковим
визначенням), як

ψ(𝑥) → ψᇱ(𝑥) = Λ భ
మ
ψ(Λିଵ𝑥).

Для застосування теоремиНотермаємо обчислити зміну поля уфіксованіи̮
точці, тобто

δψ = ψᇱ(𝑥) − ψ(𝑥) = Λ భ
మ
ψ(Λିଵ𝑥) − ψ(𝑥).

Розглянемо для визначеності інфінітезимальне обертання координат на
кут θ довкола осі 𝑧. Параметризація цього перетворення наведена відразу
після рівняння (3.19): ωଵଶ = −ωଶଵ = θ. Підставивши ці параметри в (3.30),
знаходимо

Λ భ
మ
≈ 1 − ௜

ଶ ωஜ஝𝑆ஜ஝ = 1 − ௜
ଶ θ Σ

ଷ

Тепер можемо обчислити

δψ(𝑥) = ቀ1 − ௜
ଶ θ Σ

ଷቁψ(𝑡, 𝑥 + θ𝑦, 𝑦 − θ𝑥, 𝑧) − ψ(𝑥) =

= −θቀ𝑥∂௬ − 𝑥∂௫ + ௜
ଶ Σ

ଷቁψ(𝑥) ≡ θζ.

Часовии̮ компонент збереженого нотерового струму має вигляд11

𝑗଴ = ∂ℒ
∂(∂଴ψ)

ζ = −𝑖ψ̄γ଴ቀ𝑥∂௬ − 𝑥∂௫ + ௜
ଶ Σ

ଷቁψ.

Подібні вирази мають місце для обертань довкола осеи̮ 𝑥 і 𝑦, тож оператор
моменту імпульсу є

𝐉 = න𝑑ଷ𝐱ψறቀ𝐱 × (−𝑖∇) + ଵ
ଶ Σቁψ. (3.111)

Для нерелятивістських ферміонів першии̮ доданок у (3.111) дає орбіталь-
нии̮ момент імпульсу. Отже, другии̮ доданок відповідає спіновому моменту
імпульсу. На жаль, поділ у (3.111) на спінову и̮ орбітальну частини не такии̮
явнии̮ у релятивістському випадку, тому досить складно написати загаль-
нии̮ вираз для цієı̈ величини через сходові оператори.
11Як у випадку з трансляціями (див. стор. 27), ми маємо не один, а кілька окремо збереже-
них струмів. Цього разу вже шість— для трьох просторових обертань та трьох бустів, і в
результаті утворюється тензор третього ранґу, антисиметричнии̮ за другим і третім інде-
ксами. Для побудови оператора моменту імпульсу беруться компоненти 012, 023 та 031
цього тензора. (Прим. перекл.)
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А проте, для доведення факту, що діракова частка має спін ଵ/ଶ, досить
розглянути частки у стані спокою. В цьому разі орбітальнии̮ доданок у
(3.111) не дає внеску, і ми можемо легко отримати спіновии̮ член у термі-
нах сходових операторів. Наи̮простіше взяти вираз (3.99) для ψ і записати
и̮ого в картині Шродинґера (ψ(𝐱) = ψ(0, 𝐱)):

𝐽спін௭ = න𝑑ଷ𝐱 න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ න 𝑑ଷ𝐩ᇱ

(2π)ଷ
1

ඥ2𝐸𝐩 ⋅ 2𝐸𝐩ᇲ
𝑒ି௜𝐩ᇲ⋅𝐱 𝑒௜𝐩⋅𝐱×

×෍
௥,௥ᇲ

ቀa௥ᇲற𝐩ᇲ 𝑢௥
ᇲற(𝐩ᇱ) + b௥

ᇲ
ି𝐩ᇲ𝑣௥

ᇲற(−𝐩ᇱ)ቁ Σ
ଷ

2 ൫a
௥
𝐩𝑢௥(𝐩) + b௥றି𝐩𝑣௥(−𝐩)൯ .

Ми хотіли б застосувати цеи̮ оператор до одночасткового стану з нульовим
імпульсом a௦ற଴ |0⟩. Наи̮легше це зробити, вдавшись до наступного прии̮ому.
𝐉 має нульове значення на вакуумі (за відсутності часток момент імпуль-
су є нуль), тому 𝐽௭a௦ற଴ |0⟩ = ൣ𝐽௭, a௦ற଴ ൧|0⟩. А оскільки для частки в стані спо-
кою орбітальнии̮ член у 𝐽௭ не дає внеску, то цеи̮ вираз можна переписати
як 𝐽спін௭ a௦ற଴ |0⟩ = ൣ𝐽спін௭ , a௦ற଴ ൧|0⟩. Єдинии̮ ненульовии̮ доданок в останніи̮ ве-
личині має структуру [a௥ற𝐩 a௥

ᇲ
𝐩 ,a௦ற଴ ] = (2π)ଷδ(ଷ)(𝐩)a௥଴δ௥

ᇲ௦; інші три члени або
обертаються на нуль, або знищують вакуум. Отож, знаходимо

𝐽спін௭ a௦ற଴ |0⟩ =
1
2𝑚෍

௥
ቆ𝑢௦ற(0)Σ

ଷ

2 𝑢
௥(0)ቇa௥ற଴ |0⟩ =෍

௥
ቆξ௦றσ

ଷ

2 ξ
௥ቇa௥ற଴ |0⟩,

де ми використали явну форму (3.47) для 𝑢(0), щоб отримати останніи̮ ви-
раз. Суму за індексом 𝑟 наи̮легше взяти, обравши спінори ξ௥ як власні стани
σଷ. Тоді знаходимо,щодля ξ௦ = ( ଵ଴ ) одночастковии̮ стан є власним станом 𝐽௭
з власним значенням+ଵ/ଶ, а для ξ௦ = ( ଴ଵ ) він є власним станом 𝐽௭ з власним
значенням −ଵ/ଶ. Це саме тои̮ результат, якого ми и̮ очікували для електро-
нів.

Аналоґічно визначається спін антиферміона з нульовим імпульсом. Але
в цьому разі, оскільки порядок членів з b і bற у 𝐽௭ є зворотніи̮, ми отриму-
ємо додатковии̮ знак мінус при обчисленні [b𝐩bற𝐩, bற𝟎] = [−bற𝐩b𝐩, bற𝟎]. Тож
для позитронів зв’язок між спінорами η௦ та спіновим моментом імпульсу
протилежнии̮: ( ଵ଴ ) відповідає спіну −ଵ/ଶ, тоді як ( ଴ଵ ) відповідає спіну +ଵ/ଶ.
Це обернення знаку узгоджується з передбаченням діраковоı̈ теоріı̈ дірок.
З цього погляду позитрон є відсутнім електроном з неґативною енерґією.
Якщозниклии̮ електронмавпозитивне значення 𝐽௭, то и̮оговідсутністьмає
неґативне значення 𝐽௭.

У підсумку, момент імпульсу ферміонів у стані спокою дається виразом

𝐽௭a௦ற𝟎 |0⟩ = ±ଵ
ଶa

௦ற
𝟎 |0⟩, 𝐽௭b௦ற𝟎 |0⟩ = ∓ଵ

ଶb
௦ற
𝟎 |0⟩ (3.112)
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де верхніи̮ знак призначении̮ для ξ௦, η௦ = ( ଵ଴ ), а нижніи̮— для ( ଴ଵ ).
В теоріı̈ Дірака є ще одна вельми важлива збережена величина. У § 3.4

ми бачили, що струм 𝑗ஜ = ψ̄γஜψ зберігається. Заряд, асоціи̮овании̮ з цим
струмом, є

𝑄 = න𝑑ଷ𝐱ψற(𝑥)ψ(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ ෍

௦
൫a௦ற𝐩 a௦𝐩 + b௦ି𝐩b

௦ற
ି𝐩൯ ,

або, якщо ми проіґноруємо ще одну нескінченну константу,

𝑄 = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ ෍

௦
൫a௦ற𝐩 a௦𝐩 − b௦ற𝐩 b௦𝐩൯ . (3.113)

Отже, a௦ற𝐩 народжують ферміони з зарядом +1, тоді як b௦ற𝐩 народжують ан-
тиферміони з зарядом −1. Коли ми поєднаємо діракове поле з електрома-
ґнітним, то побачимо, що𝑄 є нещо інше, як електричнии̮ заряд (з точністю
до постіи̮ного множника, що залежить від типу частки, яку ми хочемо опи-
сати; наприклад, для електронів електричнии̮ заряд є 𝑒𝑄).

У квантовіи̮ електродинаміцімивикористовуватимемо спінорнеполеψ
для опису електронів та позитронів. Частки, народжені a௦ற𝐩 , є електронами;
вони мають енерґію 𝐸𝐩, імпульс 𝐩, спін ଵ/ଶ з поляризацією, що відповідає
ξ௦, і заряд +1 (в одиницях 𝑒). Частки, народжені b௦ற𝐩 , є позитронами; вони
мають енерґію 𝐸𝐩, імпульс 𝐩, спін ଵ/ଶ з поляризацією, протилежною до ξ௦,
і заряд −1. Стан ψ௔(𝑥)|0⟩ містить позитрон у положенні 𝑥, чия поляриза-
ція відповідає обраному компонентові спінора. Так само, ψ̄௔(𝑥)|0⟩ є станом
одного електрона в положенні 𝑥.

Пропаґатор Дірака

Обчислення амплітуди розповсюдження для діракового поля тепер стає
простою вправою:

⟨0|ψ௔(𝑥)ψ̄௕(𝑦)|0⟩ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

෍
௦

𝑢௦௔(𝑝) 𝑢̄௦௕(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬) =

= ൫𝑖/∂௫ +𝑚൯௔௕න
𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬),
(3.114)

⟨0|ψ̄௕(𝑦)ψ௔(𝑥)|0⟩ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

෍
௦

𝑣௦௔(𝑝) 𝑣̄௦௕(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅(௬ି௫) =

= −൫𝑖/∂௫ +𝑚൯௔௕න
𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

𝑒ି௜௣⋅(௬ି௫).
(3.115)
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Так само, як ми це робили для рівняння Кляи̮на–Ґордона, можемо побуду-
вати для рівняння Дірака функцію Ґріна, що задовольнятиме різним гра-
ничним умовам. Наприклад, запізніла функція Ґріна є

𝑆௔௕ோ (𝑥 − 𝑦) ≡ θ(𝑥଴ − 𝑦଴)⟨0|൛ψ௔(𝑥), ψ̄௕(𝑦)ൟ |0⟩. (3.116)
Легко перевірити, що

𝑆ோ(𝑥 − 𝑦) = ൫𝑖/∂௫ +𝑚൯𝐷ோ(𝑥 − 𝑦), (3.117)
оскількиуправіи̮ частині член,щомістить∂଴θ(𝑥଴−𝑦଴), обертаєтьсянануль.
Використавши (3.117) і тои̮ факт, що /∂/∂ = ∂ଶ, ми бачимо, що 𝑆ோ є функцією
Ґріна оператора Дірака:

൫𝑖/∂௫ −𝑚൯𝑆ோ(𝑥 − 𝑦) = 𝑖δ(ସ)(𝑥 − 𝑦) ⋅ 𝟏ସ×ସ. (3.118)
Функцію Ґріна оператора Дірака також можна отримати з перетворення
Фур’є. Розклавши 𝑆ோ(𝑥 − 𝑦) в інтеґрал Фур’є і подіявши з обох сторін опе-
ратором (𝑖/∂௭ −𝑚), знаходимо

𝑖δ(ସ)(𝑥 − 𝑦) = න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ (/𝑝 − 𝑚) 𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬) ෤𝑆ோ(𝑝), (3.119)

а, отже,
෤𝑆ோ(𝑝) =

𝑖
/𝑝 − 𝑚 = 𝑖(/𝑝 + 𝑚)

𝑝ଶ −𝑚ଶ . (3.120)

Для отримання запізнілоı̈ функціı̈ Ґріна ми маємо обчислити інтеґрал по 𝑝଴
у (3.120) вздовж контуру, зображеного на стор 39. Для 𝑥଴ > 𝑦଴ замикає-
мо контур знизу, охопивши обидва полюси, і в результаті отримуємо суму
(3.115) та (3.114). Для 𝑥଴ < 𝑦଴ замикаємо контур згори і отримуємо нуль.

Функція Ґріна з граничними умовами Феи̮нмана визначається конту-
ром, зображеним на сторінці 40:

𝑆ி(𝑥 − 𝑦) = න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ

𝑖(/𝑝 + 𝑚)
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε 𝑒

ି௜௣⋅(௫ି௬) =

= ൝+⟨0|ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)|0⟩ для 𝑥଴ > 𝑦଴ (контур згори)
−⟨0|ψ̄(𝑦)ψ(𝑥)|0⟩ для 𝑥଴ < 𝑦଴ (контур знизу) ≡

≡ ⟨0|𝑇 ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)|0⟩,

(3.121)

демивизначилихронолоґічнии̮ добуток спінорнихполів з додатковоюзмі-
ною знаку при перестановці операторів. Цеи̮ знак мінус надзвичаи̮но ва-
жливии̮ у квантовіи̮ теоріı̈ поля ферміонів; ми знову зустрінемося з цим у
§ 4.7.

Як і в теоріı̈ Кляи̮на–Ґордона, вираз (3.121) для феи̮нманового пропа-
ґатора є наи̮кориснішим результатом цього розділу. Коли ми проводимо
пертурбативні обчислення за феи̮нмановими діаґрамами, то ставимо у від-
повідність множник ෤𝑆ி(𝑝) кожніи̮ внутрішніи̮ ферміонніи̮ лініı̈.
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§3.5. Дискретні симетрії в теорії Дірака

В останньому параґрафі ми розглянули реалізацію безперервних перетво-
рень Лоренца на гільбертовому просторі в теоріı̈ Дірака. Ми виявили, що
длякожногоперетворенняΛ існує унітарнии̮ оператор𝑈(Λ), якии̮ здіи̮снює
коректне перетворення полів:

𝑈(Λ)ψ(𝑥)𝑈ିଵ(Λ) = Λିଵభ
మ
ψ(Λ𝑥). (3.122)

У цьому параґрафі ми розглянемо аналоґічні оператори, що реалізують рі-
зні дискретні симетріı̈ діракового поля.12

На додаток до безперервних перетвореньЛоренца існують дві інші про-
сторово-часові операціı̈, що є потенціи̮ними симетріями лаґранжіана: пар-
ність та інверсія часу. Парність, що позначається як 𝑃, переводить (𝑡, 𝐱) →
(𝑡, −𝐱), обертаючи напрям у просторі. Інверсія часу, що позначається як 𝑇,
переводить (𝑡, 𝐱) → (−𝑡, 𝐱), переставляючи минулии̮ і маи̮бутніи̮ світло-
ві конуси. Жодна з цих операціи̮ не може бути отримана через безперерв-
ні перетворення Лоренца. Проте обидві зберігають інтервал Мінковського
𝑥ଶ = 𝑡ଶ−𝑥ଶ. За стандартною термінолоґією, безперервні перетворення Ло-
ренца відносяться до власноı̈ ортохронноı̈ ґрупиЛоренца, що позначається
як 𝐋↑ା. Повна ґрупа Лоренца поділяється на чотири незв’язні компоненти:

𝐋↑ା
𝑃⟷ 𝐋↑ି = 𝑃 𝐋↑ା „ортохронна“

𝑇↕ ↕𝑇

𝐋↓ା = 𝑇 𝐋↑ା ⟷
𝑃

𝐋↓ି = 𝑃𝑇 𝐋↑ା „неортохронна“
„власна“ „невласна“

Разом з розглядом 𝑃 і 𝑇, буде зручно розглянути і третю (не просторово-
часову) дискретну операцію— зарядове спряження, що позначається як 𝐶.
Ця операція переставляє частки та античастки.

Кожна релятивістська теорія поля має бути інваріантноющодо 𝐋↑ା, про-
те не конче обов’язково—щодо 𝑃, 𝑇 або 𝐶. Якии̮ статус цих операціи̮ у ре-
альному світі? З дослідів відомо,що три силиПрироди— ґравітаціи̮на, еле-
ктромаґнітната сильнавзаємодіı̈ — є симетричнимивідносно𝑃,𝐶 і𝑇. Слаб-
ка взаємодія порушує симетріı̈ 𝐶 і 𝑃 окремо, але зберігає 𝐶𝑃 і 𝑇. Проте деякі
рідкісні процеси (всі, що досі спостерігалися, включають неи̮тральні 𝐾-ме-
зони) порушують також 𝐶𝑃 і 𝑇. Всі спостереження свідчать, що комбінація
𝐶𝑃𝑇 є точною симетрією Природи.
12При викладі цієı̈ теми автори з педагогічних міркувань вдалися до істотних спрощень.
Ґрунтовнии̮, достатньо строгии̮ (але цілком фізичнии̮) розгляд дискретних симетріи̮ у
квантовіи̮ теоріı̈ поля можна знаи̮ти у Ваи̮нберґа [61]. (Прим. перекл.)
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Загальноприи̮нята наразі теоретична модель слабкоı̈ взаємодіı̈, калі-
бровочна теорія Ґлешоу–Ваи̮нберґа–Салама, викладена в Розділі 20 (Том
III). У ціи̮ теоріı̈ 𝐶 і 𝑃 порушуються наи̮жорсткішим чином. Власне, є досить
несподіваним (хоча не випадковим) тои̮ факт, що 𝐶 і 𝑃 виявляються цілком
придатнимисиметріямиупереважніи̮ більшості процесів, які легко спосте-
рігаються на практиці. З іншого боку, досі невідома насправді красива те-
орія, що порушує 𝐶𝑃-інваріантність. У наявніи̮ теоріı̈, де мають місце три
(або більше) ґенераціı̈ ферміонів, присутніи̮ параметр, що в разі и̮ого від-
мінності від нуля призводить до порушення 𝐶𝑃-інваріантності. Проте чи-
слове значенняцьогопараметру зрозуміленебільше за величинумаси еле-
ктрона; фізичне походження порушення 𝐶𝑃 залишається загадковим. Далі
ми обговоримо це питання в § 20.3.

Парність

Після цього вступу розглянемо дію 𝑃, 𝑇 і 𝐶 на діракові частки та поля. Спо-
чатку заи̮мемося парністю. Оператор 𝑃 змінює напрям імпульсу частки без
зміни ı̈ı̈ спіну:

Математично це означає,що операцію𝑃має реалізувати унітарнии̮ опе-
ратор (правильніше позначати и̮ого 𝑈(𝑃), але ми писатимемо просто 𝑃),
якии̮, наприклад, перетворює стан a௦ற𝐩 |0⟩ на a௦றି𝐩|0⟩. Іншими словами, ми хо-
чемо, щоб

𝑃a௦ற𝐩 𝑃 = η௔a௦றି𝐩 і 𝑃b௦ற𝐩 𝑃 = η௕b௦றି𝐩, (3.123)

де η௔ і η௕ —можливі фази. Вони обмежені умовою, що подвіи̮не застосува-
ння оператора парності має повертати спостережні величини до ı̈х перві-
сних значень. Оскільки спостережні величини побудовані з парноı̈ кілько-
сті ферміонних операторів, то ця умова вимагає, щоб ηଶ௔, ηଶ௕ = ±1.

Так само, як безперервне перетворенняЛоренца реалізоване постіи̮ною
4 × 4 матрицею Λ భ

మ
, перетворення парності також має бути представленим

постіи̮ною 4 × 4 матрицею. Щоб знаи̮ти цю матрицю и̮ визначити η௔ та η௕,
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обчислимо дію 𝑃 на ψ(𝑥). Застосувавши (3.123), отримуємо

𝑃ψ(𝑥)𝑃 = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

×

×෍
௦
൫η௔a௦ି𝐩𝑢௦(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫ + η∗௕b௦றି𝐩𝑣௦(𝑝) 𝑒௜௣⋅௫൯ .

(3.124)

Тепер замінимо 𝑝 на ෥𝑝 = (𝑝଴, −𝐩). Зазначимо, що 𝑝 ⋅ 𝑥 = ෥𝑝 ⋅ (𝑡, −𝐱). А також,
෥𝑝 ⋅ σ = 𝑝 ⋅ σ̄ і ෥𝑝 ⋅ σ̄ = 𝑝 ⋅ σ. Це дозволяє записати

𝑢(𝑝) = ቆ√𝑝 ⋅ σ ξඥ𝑝 ⋅ σ̄ ξቇ = ቆඥ෥𝑝 ⋅ σ̄ ξඥ෥𝑝 ⋅ σ ξቇ
= γ଴𝑢(෥𝑝);

𝑣(𝑝) = ቆ √𝑝 ⋅ σ η
−ඥ𝑝 ⋅ σ̄ ηቇ = ቆ ඥ෥𝑝 ⋅ σ̄ η

−ඥ෥𝑝 ⋅ σ ηቇ = −γ଴𝑣(෥𝑝).

Тоді (3.124) стає

𝑃ψ(𝑥)𝑃 = න 𝑑ଷ෥𝑝
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸෥𝐩

×

×෍
௦
ቀη௔a௦෥𝐩𝑢௦(෥𝑝) 𝑒ି௜෥௣⋅(௧, ି𝐱) + η∗௕b௦ற෥𝐩 𝑣௦(෥𝑝) 𝑒௜෥௣⋅(௧, ି𝐱)ቁ .

Цеи̮ вираз має дорівнювати певніи̮ постіи̮ніи̮ матриці, помноженіи̮ на
ψ(𝑡, −𝐱), і це справді так, якщо ми встановимо η∗௕ = −η௔. Звідси випливає

η௔η௕ = −η௔η∗௔ = −1. (3.125)

Отже, ми отримуємо перетворення парності ψ(𝑥) в остаточніи̮ формі:

𝑃ψ(𝑡, 𝐱)𝑃 = η௔γ଴ψ(𝑡, −𝐱). (3.126)

Буде важливо знати (наприклад, для написання лаґранжіанів), як пере-
творюються під дією парності різні білініи̮ні форми діракового поля. Нага-
даємо, що є п’ять таких білініи̮них форм:

ψ̄ψ, ψ̄γஜψ, 𝑖ψ̄[γஜ, γ஝]ψ, ψ̄γஜγହψ, 𝚤ψ̄γହψ. (3.127)

Множник 𝑖 в деяких із них присутніи̮ для забезпечення самоспряженості,
що ви можете легко перевірити. (Будь-якии̮ новии̮ член у лаґранжіані му-
сить бути діи̮сним.) Передовсім обчислимо:

𝑃ψ̄(𝑡, 𝐱) = 𝑃ψற(𝑡, 𝐱)𝑃γ଴ = (𝑃ψ(𝑡, 𝐱)𝑃)ற γ଴ = η∗௔ψ̄(𝑡, −𝐱)γ଴. (3.128)
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Тоді скалярна білініи̮на форма перетворюється, як

𝑃ψ̄(𝑡, 𝐱)ψ(𝑡, 𝐱)𝑃 = |η௔|ଶψ̄(𝑡, −𝐱)γ଴γ଴ψ(𝑡, −𝐱) =
= +ψ̄(𝑡, −𝐱)ψ(𝑡, −𝐱), (3.129)

а для векторноı̈ маємо

𝑃ψ̄(𝑡, 𝐱)γஜψ(𝑡, 𝐱)𝑃 = ψ̄(𝑡, −𝐱)γ଴γஜγ଴ψ(𝑡, −𝐱) =

= ൝+ψ̄(𝑡, −𝐱)γ
ஜψ(𝑡, −𝐱) для µ = 0,

−ψ̄(𝑡, −𝐱)γஜψ(𝑡, −𝐱) для µ = 1, 2, 3.
(3.130)

Зауважимо, що цеи̮ вектор набуває того ж знаку мінус при просторових
компонентах, що и̮ вектор 𝑥ஜ. Так само перетворення псевдоскаляра та
псевдовектора є

𝑃𝑖ψ̄(𝑡, 𝐱)γହψ(𝑡, 𝐱)𝑃 = 𝑖ψ̄(𝑡, −𝐱)γ଴γହγ଴ψ(𝑡, −𝐱) =
= −𝑖ψ̄(𝑡, −𝐱)γହψ(𝑡, −𝐱), (3.131)

𝑃ψ̄(𝑡, 𝐱)γஜγହψ(𝑡, 𝐱)𝑃 = ψ̄(𝑡, −𝐱)γ଴γஜγହγ଴ψ(𝑡, −𝐱) =

= ൝−ψ̄(𝑡, −𝐱)γ
ஜγହψ(𝑡, −𝐱) для µ = 0,

+ψ̄(𝑡, −𝐱)γஜγହψ(𝑡, −𝐱) для µ = 1, 2, 3.
(3.132)

Як ми и̮ попереджали в § 3.4, префікс „псевдо“ означає додатковии̮ знак мі-
нус при перетворенні парності. (Властивості перетворення 𝑖ψ̄[γஜ, γ஝] ψ =
2ψ̄σஜ஝ψ залишено для Задачі 3.7.) Зазначимо, що трансформаціи̮ні власти-
вості ферміонних білініи̮них форм не залежать від η௔, тому, не втрачаючи
загальності, можна було від самого початку встановити η௔ = −η௕ = 1.

А проте, відноснии̮ знак мінус у (3.125) при перетвореннях парності
ферміона и̮ антиферміона має важливі наслідки. Розглянемо ферміон-ан-
тиферміоннии̮ стан a௦ற𝐩 b௦

ᇲற
𝐪 |0⟩. Застосувавши 𝑃, знаходимо 𝑃(a௦ற𝐩 b௦

ᇲற
𝐪 |0⟩) =

−(a௦றି𝐩b௦
ᇲற
ି𝐪 |0⟩). Отже, стан, що містить ферміон-антиферміонну пару, отри-

мує додатковии̮ множник (−1) при перетворенні парності. Ця інформація
наи̮більш корисна для розгляду зв’язаних станів, у яких імпульси ферміо-
на та антиферміона інтеґровані зі шродинґеровою хвильовою функцією и̮
утворюють локалізовану в просторі систему. Ми докладно вивчимо такі
стани в § 5.3, а тут лише зазначимо, що для просторовоı̈ хвильовоı̈ функціı̈,
симетричноı̈ щодо 𝐱 → −𝐱, стан є непарним, тоді як для антисиметричноı̈
щодо 𝐱 → −𝐱 функціı̈ стан є парним. До прикладу, зв’язании̮ стан з 𝐿 = 0
має неґативну парність; стан з 𝐽 = 0 перетворюється, як псевдоскаляр, тим
часом як три стани з 𝐽 = 1 перетворюються, як просторові компоненти ве-
ктора. Ці властивості виявляють себе в правилах відбору для розпадів по-
зитронію та системи кварк-антикварк (Задача 3.8).
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Інверсія часу

Звернемось тепер до реалізаціı̈ інверсіı̈ часу. Ми воліли б отримати 𝑇 у фор-
мі унітарногооператора,щопереводитьa𝐩 уaି𝐩 (і так самодляb𝐩), аψ(𝑡, 𝐱)
уψ(−𝑡, 𝐱) (з деяким постіи̮нимматричниммножником). Утім, забезпечити
такі властивості надзвичаи̮но важко, бо вище ми вже бачили, що перетво-
рення a𝐩 на aି𝐩, рівнозначно перетворенню (𝑡, 𝐱) на (𝑡, −𝐱) у виразі для
розкладеного за сходовими операторамиψ. Складність стане ще очевидні-
шою, коли ми висунемо вимогу, щоб операція інверсіı̈ часу була симетрією
для вільноı̈ теоріı̈ Дірака, [𝑇, 𝐻] = 0. У цьому разі,

ψ(𝑡, 𝐱) = 𝑒௜ு௧ψ(𝐱)𝑒ି௜ு௧ ⇒
⇒ 𝑇ψ(𝑡, 𝐱)𝑇 = 𝑒௜ு௧(𝑇ψ(𝐱)𝑇)𝑒ି௜ு௧ ⇒
⇒ 𝑇ψ(𝑡, 𝐱)𝑇|0⟩ = 𝑒௜ு௧(𝑇ψ(𝐱)𝑇)|0⟩,

за умови, що 𝐻|0⟩ = 0. Тут права частина є сумою лише неґативно-ча-
стотних членів. Та якщо 𝑇 обертає часову залежність поля ψ(𝑡, 𝐱), тоді
ліва частина дорівнює (з точністю до постіи̮ноı̈ матриці) ψ(−𝑡, 𝐱)|0⟩ =
𝑒ି௜ு௧ψ(𝐱)|0⟩, що є сумою позитивно-частотних членів. Отже, ми довели, що
𝑇 не може бути реалізовано як лініи̮нии̮ унітарнии̮ оператор.

Що ж ми можемо зробити? Вихід полягає в тому, щоб зберегти умову
унітарності 𝑇ற = 𝑇ିଵ, але при цьому встановити, що 𝑇 діє і на 𝑐-числа, і на
оператори наступним чином:

𝑇(𝑐-число) = (𝑐-число)∗𝑇. (3.133)

Тоді навітьпри [𝑇, 𝐻] = 0, залежність від часу всіх експоненціи̮нихмножни-
ків обертається: 𝑇𝑒ା௜ு௧ = 𝑒ି௜ு௧𝑇. Оскільки вся часова еволюція у квантовіи̮
механіці здіи̮снюється через такі експоненціи̮ні множники, це на практиці
змінює знак 𝑡. Зауважимо,що операція комплексного спряженнянелініи̮на,
а 𝑇 є антилінійним або антиунітарним оператором.

На додачу до зміни напрямку імпульсу частки, 𝑇 такожмає перевертати
ı̈ı̈ спін:

Щоб виразити це в явному вигляді, ми повинні знаи̮ти математичну
операцію, що перевертає спінор ξ.

Вище ми позначали спіновии̮ стан ферміона індексом 𝑠 = 1, 2. Далі в
цьому параґрафі пов’язуватимемо 𝑠 з фізичною проекцією спіну ферміона
вздовж певноı̈ осі. Якщо ця вісь має полярні координати θ, ϕ, то двокомпо-
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нентні спінори зі спіном угору і вниз уздовж цієı̈ осі є

ξ(↑) = ቌ
cos θ2

𝑒௜ம sin θ2
ቍ , ξ(↓) = ቌ

−𝑒ି௜ம sin θ2
cos θ2

ቍ .

Нехаи̮ ξ௦ = (ξ(↑), ξ(↓)) для 𝑠 = 1, 2. Визначимо також
ξି௦ = −𝑖σଶ(ξ௦)∗. (3.134)

Ця величина є перевернутим спінором; з явних формул маємо
ξି௦ = (ξ(↓), −ξ(↑)) . (3.135)

Такии̮ вираз для перевертання спіну в наи̮загальнішому випадку випливає
з тотожності σσଶ = σଶ(−σ∗). Це рівняння означає, що для спінора ξ та осі 𝐧,
які задовольняють умові 𝐧 ⋅ σξ = +ξ, справедливе співвідношення

(𝐧 ⋅ σ)(−𝑖σଶξ∗) = −𝑖σଶ(−𝐧 ⋅ σ)∗ξ∗ = 𝑖σଶ(ξ∗) = −(−𝑖σଶξ∗).
Зауважимо, що таке визначення для перевертання спіну призводить до то-
го, що в результаті двох послідовних операціи̮ ми отримаємо початковии̮
спіновии̮ стан, помножении̮ на (−1).

А зараз зіставимо різні спінові стани ферміонів з цими спінорами. Опе-
ратор a௦𝐩 знищує електрон, чии̮ спінор 𝑢௦(𝑝)містить ξ௦. Оператор b௦𝐩 знищує
позитрон, чии̮ спінор 𝑣௦(𝑝) містить η௦ = ξି௦:

𝑣௦(𝑝) = ቆ √𝑝 ⋅ σ ξି௦
−ඥ𝑝 ⋅ σ̄ ξି௦ቇ . (3.136)

Як і в (3.135), визначимо
aି௦𝐩 = (aଶ𝐩, −aଵ𝐩), bି௦𝐩 = (bଶ𝐩, −bଵ𝐩). (3.137)

Тепер ми можемо отримати співвідношення між діраковими спінорами 𝑢 і
𝑣 та ı̈х часовою інверсією. Визначимо ෥𝑝 = (𝑝଴, −𝐩). Цеи̮ вектор задовольняє
тотожності ඥ෥𝑝 ⋅ σσଶ = σଶ√𝑝 ⋅ σ∗; для доведення треба розкласти квадра-
тнии̮ корінь як у (3.49). При певному виборі спіну та імпульсу, пов’язаних
з діраковим спінором 𝑢௦(𝑝), нехаи̮ 𝑢ି௦(෥𝑝) позначає спінор зі зміненим на-
прямком імпульсу и̮ перевернутим спіном. Між цими величинами існує
співвідношення

𝑢ି௦(෥𝑝) = ቆඥ෥𝑝 ⋅ σ (−𝑖σ
ଶξ௦∗)

ඥ෥𝑝 ⋅ σ̄ (−𝑖σଶξ௦∗)ቇ
= ቆ−𝑖σ

ଶ√𝑝 ⋅ σ∗ ξ௦∗
−𝑖σଶඥ𝑝 ⋅ σ̄∗ ξ௦∗ቇ =

= −𝑖ቆσ
ଶ 0
0 σଶቇ [𝑢

௦(𝑝)]∗ = γଵγଷ[𝑢௦(𝑝)]∗ .
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Так само для 𝑣௦(𝑝) маємо
𝑣ି௦(෥𝑝) = γଵγଷ[𝑣௦(𝑝)]∗ .

Скориставшись рівнянням (3.137), визначимо перетворення ферміон-
них операторів при інверсіı̈ часу, як

𝑇a௦𝐩𝑇 = aି௦ି𝐩, 𝑇b௦𝐩𝑇 = bି௦ି𝐩. (3.138)
Додаткова спільна фаза ніяк не вплине на наш подальшии̮ розгляд і для
простоти вилучена. Співвідношення (3.138) дають можливість обчислити
дію 𝑇 на ферміонне поле ψ(𝑥):

𝑇ψ(𝑡, 𝐱)𝑇 = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

×

×෍
௦

𝑇൫a௦𝐩𝑢௦(𝑝)𝑒ି௜௣⋅௫ + b௦ற𝐩 𝑣௦(𝑝)𝑒௜௣⋅௫൯ 𝑇 =

= න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

×

×෍
௦
൫aି௦ି𝐩[𝑢௦(𝑝)]∗ 𝑒௜௣⋅௫ + bି௦றି𝐩 [𝑣௦(𝑝)]∗ 𝑒ି௜௣⋅௫൯ =

= න 𝑑ଷ෥𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸෥𝐩

(γଵγଷ)×

×෍
௦
ቀaି௦෥𝐩 𝑢ି௦(෥𝑝)𝑒௜෥௣⋅(௧, ି𝐱) + bି௦ற෥𝐩 𝑣ି௦(෥𝑝)𝑒ି௜෥௣⋅(௧, ି𝐱)ቁ =

= γଵγଷψ(−𝑡, 𝐱).

(3.139)

На останньому кроці ми використали ෥𝑝 ⋅ (𝑡, −𝐱) = −෥𝑝 ⋅ (−𝑡, 𝐱).
Далі ми можемо перевірити дію 𝑇 на різні білініи̮ні форми. Передовсім

нам знадобиться
𝑇ψ̄(𝑡, 𝐱)𝑇 = (𝑇ψ(𝑡, 𝐱)𝑇)ற(γ଴)∗ = ψற(−𝑡, 𝐱)൫γଵγଷ൯ற γ଴ =

= ψ̄(−𝑡, 𝐱)൫−γଵγଷ൯ .
(3.140)

Тоді перетворення білініи̮ноı̈ скалярноı̈ форми має вигляд
𝑇ψ̄(𝑡, 𝐱)ψ(𝑡, 𝐱)𝑇 = ψ̄(−𝑡, 𝐱)൫−γଵγଷ൯ ൫γଵγଷ൯ψ(−𝑡, 𝐱) =

= +ψ̄(−𝑡, 𝐱)ψ(−𝑡, 𝐱). (3.141)

Псевдоскаляр набуває додаткового знаку мінус при проходженні 𝑇 через 𝑖:
𝑇𝑖ψ̄(𝑡, 𝐱)γହψ(𝑡, 𝐱)𝑇 = −𝑖ψ̄(−𝑡, 𝐱)൫−γଵγଷ൯ γହ൫γଵγଷ൯ψ(−𝑡, 𝐱) =

= −𝑖ψ̄(−𝑡, 𝐱)γହψ(−𝑡, 𝐱).
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Для вектора ми маємо провести окремі обчислення для кожного значення
індексу µ = 0, 1, 2, 3. Після деяких викладок ви отримаєте

𝑇ψ̄(𝑡, 𝐱)γஜψ(𝑡, 𝐱)𝑇 =
= ψ̄(−𝑡, 𝐱)൫−γଵγଷ൯ (γஜ)∗ ൫γଵγଷ൯ψ(−𝑡, 𝐱) =

= ൝+ψ̄(−𝑡, 𝐱)γ
ஜψ(−𝑡, 𝐱) для µ = 0;

−ψ̄(−𝑡, 𝐱)γஜψ(−𝑡, 𝐱) для µ = 1, 2, 3.

(3.142)

Це саме те перетворення, яке нам потрібне для векторів на зразок питомо-
го струму. Ви можете переконатися, що псевдовектор перетворюється при
інверсіı̈ часу таким самим чином.

Зарядове спряження

Останньоюзтрьохдискретних симетріи̮ є симетрія𝐶міжчасткамита анти-
частками. Не виникає жодних проблем з реалізацією 𝐶 як унітарного лініи̮-
ного оператора. Зарядове спряження зазвичаи̮ визначають як перехід від
ферміона з певною спіновою орієнтацією до антиферміона з такою самою
спіновою орієнтацією. Тож зручним вибором для перетворення ферміон-
них операторів знищення є

𝐶a௦𝐩𝐶 = b௦𝐩; 𝐶b௦𝐩𝐶 = a௦𝐩. (3.143)
І знову, для простоти ми іґноруємо можливі додаткові фази.

Далі ми хочемо отримати дію 𝐶 на ψ(𝑥). Насамперед нам знадобиться
співвідношення між 𝑣௦(𝑝) та 𝑢௦(𝑝). Використовуючи (3.136),

(𝑣௦(𝑝))∗ = ቆ √𝑝 ⋅ σ (−𝑖σଶξ௦∗)
−ඥ𝑝 ⋅ σ̄ (−𝑖σଶξ௦∗)ቇ

∗
= ቆ−𝑖σ

ଶඥ𝑝 ⋅ σ̄∗ ξ௦∗
𝑖σଶ√𝑝 ⋅ σ∗ ξ௦∗

ቇ
∗
=

= ቆ 0 −𝑖σଶ
𝑖σଶ 0 ቇቆ√𝑝 ⋅ σ ξ

௦

ඥ𝑝 ⋅ σ̄ ξ௦ቇ .

Таким чином,
𝑢௦(𝑝) = −𝑖γଶ(𝑣௦(𝑝))∗ , 𝑣௦(𝑝) = −𝑖γଶ(𝑢௦(𝑝))∗ . (3.144)

Якщо підставимо (3.144) у вираз для оператора ферміонного поля, а потім
перетворимо цеи̮ оператор за допомогою 𝐶, то знаи̮демо

𝐶ψ(𝑥)𝐶 = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

×

×෍
௦
൫−𝑖γଶb௦𝐩𝑣௦(𝑝)∗𝑒ି௜௣⋅௫ − 𝑖γଶa௦ற𝐩 𝑢௦(𝑝)∗𝑒௜௣⋅௫൯ =

= −𝑖γଶψ̄(𝑥) = −𝑖γଶ൫ψற൯் = −𝑖൫ψ̄γ଴γଶ൯் .

(3.145)
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Зазначимо, що 𝐶 є лініи̮ним унітарним оператором, попри те, щощо він пе-
реводить ψ → ψ∗.

І знов-таки, ми хотіли б знати, як 𝐶 діє на білініи̮ні форми. Спочатку нам
треба отримати

𝐶ψ̄𝐶 = 𝐶ψற𝐶γ଴ = ൫−𝑖γଶψ൯் γ଴ = ൫−𝑖γ଴γଶψ൯் . (3.146)
Вивести перетворення для білініи̮них форм дещо складніше, тому варто
явно виписати спінорні індекси. Для скаляра,

𝐶ψ̄ψ𝐶 = ൫−𝑖γ଴γଶψ൯் ൫−𝑖ψ̄γ଴γଶ൯் = −γ଴௔௕γଶ௕௖ψ௖ψ̄ௗγ଴ௗ௘γଶ௘௔ =
= +ψ̄ௗγ଴ௗ௖γଶ௖௔γ଴௔௕γଶ௕௖ψ௖ = −ψ̄γଶγ଴γ଴γଶψ =
= +ψ̄ψ.

(3.147)

(Знак мінус на третьому кроці випливає з антикомутативності ферміонів.)
Для псевдоскаляра не набагато складніше:

𝐶𝑖ψ̄γହψ𝐶 = 𝑖൫−𝑖γ଴γଶψ൯் γହ൫−𝑖ψ̄γ଴γଶ൯் = 𝑖ψ̄γହψ. (3.148)
Для вектора і псевдовектора маємо проводити обчислення окремо для ко-
жного ı̈х компонента. Врахувавши, що γ଴ і γଶ є симетричними матрицями,
тоді як γଵ і γଷ —антисиметричними, знаходимо

𝐶ψ̄γஜψ𝐶 = −ψ̄γஜψ; (3.149)
𝐶ψ̄γஜγହψ𝐶 = +ψ̄γஜγହψ. (3.150)

Хоча оператор 𝐶 переводить ψ у ψ̄ і навпаки, він насправді не змінює по-
рядку операторів народження і знищення. Отже, якщо з ψ̄γ଴ψ вже вираху-
вана нескінченна константа, згадана перед рівнянням (3.113), то вона не
з’являється знову внаслідок зарядового спряження.

Підсумок по 𝐶, 𝑃 і 𝑇
Трансформаціи̮ні властивості різних білініи̮них форм під дією 𝐶, 𝑃, і 𝑇 зве-
дено в підсумковіи̮ таблиці. Тут ми використали скорочення (−1)ஜ ≡ 1 для
µ = 0 і (−1)ஜ ≡ 1 для µ = 1, 2, 3

ψ̄ψ 𝑖ψ̄γହψ ψ̄γஜψ ψ̄γஜγହψ ψ̄σஜ஝ψ ∂ஜ

𝑃 +1 −1 (−1)ஜ −(−1)ஜ (−1)ஜ(−1)஝ (−1)ஜ

𝑇 +1 −1 (−1)ஜ (−1)ஜ −(−1)ஜ(−1)஝ −(−1)ஜ

𝐶 +1 +1 −1 +1 −1 +1
𝐶𝑃𝑇 +1 +1 −1 −1 +1 −1
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Ми включили сюди трансформаціи̮ні властивості тензорноı̈ білініи̮ноı̈
форми (див. Задачу 3.7), а також оператора похідноı̈.

Зазначимо, що вільнии̮ діраків лаґранжіан ℒ଴ = ψ̄(𝑖γஜ∂ஜ −𝑚)ψ є інварі-
антним відносно кожного з перетворень 𝐶,𝑃 і 𝑇 окремо. Можна побудувати
загальніші квантові системи, що порушують будь-яку з цих симетріи̮, дода-
ючи до ℒ଴ певне збурення δℒ. Проте δℒ мусить бути лоренцовим скаляром,
і останніи̮ рядок таблиці вказує, що всі комбінаціı̈ ψ̄ та ψ, які є лоренцо-
вими скалярами, інваріантні відносно комбінованоı̈ симетріı̈𝐶𝑃𝑇. Насправ-
ді справедливе наи̮загальніше твердження, що неможливо побудувати ло-
ренц-інваріантну квантову теорію поля з самоспряженим гамільтоніаном,
у якіи̮ порушено 𝐶𝑃𝑇 симетрію.13

Задачі

3.1. ҐрупаЛоренца.Нагадаємокомутаціи̮ні співвідношення (3.17) для ґру-
пи Лоренца:

[𝐽ஜ஝, 𝐽஡஢] = 𝑖(𝑔஝஡𝐽ஜ஢ − 𝑔ஜ஡𝐽஝஢ − 𝑔஝஢𝐽ஜ஡ + 𝑔ஜ஢𝐽஝஡) .

(a) Визначимо ґенератори обертань і бустів як

𝐿௜ = ଵ
ଶ ε

௜௝௞𝐽௝௞ 𝐾௜ = 𝐽଴௜ ,

де 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3. Тоді інфінітезимальне перетворення Лоренца можна
записати, як

Φ → (1 − θ ⋅ 𝐋 − 𝑖β ⋅ 𝐊)Φ.
Випишітькомутаціи̮ні співвідношенняцихвекторнихоператорів у яв-
ному вигляді. (Наприклад, ൣ𝐿௜ , 𝐿௝൧ = 𝑖ε௜௝௞𝐿௞.) Покажіть, що комбіновані
оператори

𝐉ା = ଵ
ଶ (𝐋 + 𝑖𝐊) і 𝐉ି = ଵ

ଶ (𝐋 − 𝑖𝐊)
комутують між собою і кожен з них задовольняє комутаціи̮ним спів-
відношенням для моменту імпульсу.

(b) Скінченновимірні представлення ґрупи обертань точно відповідають
припустимимзначенняммоменту імпульсу— цілимтанапівцілимчи-
слам. З результату пункту (a) випливає, що всі скінченновимірні пред-
ставлення ґрупиЛоренцавідповідаютьпарамцілих абонапівцілихчи-
сел (𝑗ା, 𝑗ି), пов’язаних з парами представлень ґрупи обертань. Ско-
риставшись з того, що 𝐽 = σ/2 у представленні моменту імпульсу зі

13Ця теорема, як і теорема про спін і статистику, строго доведена в [64].
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спіном ଵ/ଶ, випишіть у явному вигляді закони перетворення для дво-
компонентних об’єктів, які перетворюються за представленнями ґру-
пи Лоренца, що відповідають парам (ଵଶ , 0) і (0, ଵଶ). Покажіть, що це є
достоту перетворення ψ௅ і ψோ , отримані у (3.37).

(c) Тотожність σ் = −σଶσσଶ дозволяє записати перетворенняψ௅ в унітар-
но еквівалентному вигляді

ψᇱ → ψᇱ൬1 + 𝑖θ ⋅ σ2 + β ⋅ σ2൰ ,

де ψᇱ = ψ்
௅σଶ. Застосувавши це правило, ми можемо представити

об’єкт, що перетворюється як (ଵଶ , ଵଶ), у формі 2 × 2 матриці, яка підпо-
рядковується законові перетворення для ψோ зліва і водночас— зако-
нові перетворення для транспонованого ψ௅ справа. Параметризуємо
цю матрицю таким чином:

ቆ𝑉
଴ + 𝑖𝑉ଷ 𝑉ଵ − 𝑖𝑉ଶ

𝑉ଵ + 𝑖𝑉ଶ 𝑉଴ − 𝑖𝑉ଷቇ .

Покажіть, що об’єкт 𝑉ஜ перетворюється як 4-вектор.

3.2. Отримаи̮тетотожність Ґордона

𝑢̄(𝑝ᇱ)γஜ𝑢(𝑝) = 𝑢̄(𝑝ᇱ)ቈ𝑝
ᇱஜ + 𝑝ஜ
2𝑚 + 𝑖σஜ஝𝑞஝

2𝑚 ቉𝑢(𝑝).

де 𝑞 = (𝑝ᇱ − 𝑝). Ми будемо використовувати цю формулу в Розділі 6.

3.3. Спінорні добутки. (Ця задача, разом з Задачами 5.3 і 5.6, впроваджує
ефективнии̮ обчислювальнии̮ метод для процесів з безмасовими частка-
ми.) Нехаи̮ 𝑘ஜ଴ , 𝑘ஜଵ —фіксовані 4-вектори, що задовольняють умовам 𝑘ଶ଴ = 0,
𝑘ଶଵ = −1, 𝑘଴ ⋅ 𝑘ଵ = 0. Визначимо базисні спінори наступним чином. Не-
хаи̮ 𝑢௅଴ —лівополяризовании̮ спінор для ферміона з імпульсом 𝑘଴. Нехаи̮
𝑢ோ଴ = /𝑘ଵ𝑢௅଴. Тоді для будь-якого 𝑝, що є світлоподібним (𝑝ଶ = 0), визначи-
мо

𝑢௅(𝑝) =
1

ඥ2𝑝 ⋅ 𝑘଴
/𝑝𝑢ோ଴ і 𝑢ோ(𝑝) =

1
ඥ2𝑝 ⋅ 𝑘଴

/𝑝𝑢௅଴.

Ці умовивизначаютьфази спінорів однозначно (за виняткомвипадку, коли
𝑝 паралельнии̮ 𝑘଴).

(a) Покажіть, що /𝑘଴𝑢ோ଴ = 0. Покажіть, що для будь-якого світлоподібного
𝑝 виконується /𝑝𝑢௅(𝑝) = /𝑝𝑢ோ(𝑝) = 0.
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(b) Для випадку 𝑘଴ = (𝐸, 0, 0, −𝐸), 𝑘ଵ = (0, 1, 0, 0), випишіть у явному
вигляді 𝑢௅଴, 𝑢ோ଴, 𝑢௅(𝑝) і 𝑢ோ(𝑝).

(c) Визначимо спінорні добутки s(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) і t(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) для світлоподібних 𝑝ଵ,
𝑝ଶ як

s(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) = 𝑢̄ோ(𝑝ଵ)𝑢௅(𝑝ଶ), t(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) = 𝑢̄௅(𝑝ଵ)𝑢ோ(𝑝ଶ).
Використавшиявнии̮ вигляд𝑢஛, задании̮ у (b), обчисліть явно спінорні
добутки і покажіть, що t(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) = s(𝑝ଶ, 𝑝ଵ)∗ і s(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) = −s(𝑝ଶ, 𝑝ଵ).
Крім того, покажіть, що

|s(𝑝ଵ, 𝑝ଶ)|ଶ = 2𝑝ଵ ⋅ 𝑝ଶ.
Отже, спінорні добутки дорівнюють квадратним кореням від скаляр-
них добутків 4-векторів.

3.4. Майорановіферміони.Виходячи з (3.40), можна записатирелятивіст-
ське рівняння для безмасового 2-компонентногоферміонного поля, що пе-
ретворюєтьсяякдваверхніх компонентадіракового спінора (ψ௅). Позначи-
мо таке 2-компонентне поле χ௔(𝑥), 𝑎 = 1, 2.

(a) Покажіть, що є можливість записати рівняння для χ௔(𝑥), як для масив-
ного поля, наступним чином:

𝑖σ̄ ⋅ ∂χ − 𝑖𝑚σଶχ∗ = 0.
Тобто покажіть, по-перше, що це рівняння є релятивістськи інварі-
антним і, по-друге, що з нього випливає рівняння Кляи̮на–Ґордона
(∂ଶ +𝑚ଶ)χ = 0. Цеи̮ вигляд масового члена для ферміона називається
маи̮орановим масовим членом.

(b) Чи випливає рівняння Маи̮орани з лаґранжіана? Масовии̮ член, здава-
лося б, виникає при варіюванні виразу (σଶ)௔௕ξ∗௔χ௕. Та оскільки σଶ є ан-
тисиметричною матрицею, цеи̮ вираз обернувся б на нуль, якби χ(𝑥)
було звичаи̮ним 𝑐-числовим полем. Ми знаємо, що при квантуванні
χ(𝑥) стане антикомутованимквантовимполем.Отже, є сенсрозвинути
и̮ого класичну теорію, розглядаючи χ(𝑥) як класичне антикомутоване
поле, тобто як таке, що набуває значень у ґрасманових числах, що за-
довольняють умові

αβ = −βα для будь-яких α, β.
Зазначимо, що з цих співвідношень випливає αଶ = 0. Грасманове поле
ξ(𝑥) можна розкласти за базисом функціи̮, як

ξ(𝑥) =෍
௡

α௡ϕ௡(𝑥),
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де ϕ௡(𝑥)—ортоґональні 𝑐-числові функціı̈, а α௡ —набір незалежних
ґрасманових чисел. Визначимо комплексне спряження добутку ґра-
сманових чисел як таке, що обертає ı̈хніи̮ порядок:

(αβ)∗ ≡ β∗α∗ = −α∗β∗.

Цеправило копіює ермітове спряження квантових полів. Покажіть,що
класична дія

𝑆 = න𝑑ସ𝑥 ቂχற𝑖σ̄ ⋅ ∂χ + ௜௠
ଶ (χ்σଶχ − χறσଶχ∗)ቃ ,

(де χற = (χ∗)்) є діи̮сною (𝑆∗ = 𝑆), і варіювання 𝑆 за величинами χ та χ∗
призводить до рівняння Маи̮орани.

(c) Запишемо 4-компонентне діракове поле, як

ψ(𝑥) = ቆψ௅
ψோ

ቇ

і нагадаємо, що нижніи̮ компонент ψ перетворюється за представле-
нням, унітарно еквівалентним комплексно-спряженому представлен-
ню ψோ . Таким чином, ми можемо переписати 4-компонентне діракове
поле в термінах двох 2-компонентних спінорів:

ψ௅(𝑥) = χଵ(𝑥), ψோ(𝑥) = 𝑖σଶχ∗ଶ(𝑥).

Перепишіть лаґранжіан Дірака у термінах χଵ та χଶ і зверніть увагу на
форму масового члена.

(d) Покажіть, що дія пункту (c) має глобальну симетрію. Обчисліть дивер-
генцію струмів

𝐽ஜ = χறσ̄ஜχ, 𝐽ஜ = χறଵσ̄ஜχଵ − χறଶσ̄ஜχଶ,

для теоріи̮ пунктів (b) та (c) відповідно і зіставте результати з симетрі-
ями цих теоріи̮. Побудуи̮те теорію з 𝑁 вільних масивних 2-компонен-
тних ферміонних полів з 𝑂(𝑁) симетрією (тобто з обертальною симе-
трією в 𝑛-вимірному просторі).

(e) Проквантуи̮те теорію Маи̮орани пунктів (a) та (b). Тобто, переведіть
χ(𝑥) у квантове поле, що задовольняє канонічному антикомутаціи̮но-
му співвідношенню

{χ௔(𝐱), χற௕(𝐲)} = δ(ଷ)(𝐱 − 𝐲) δ௔௕,
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побудуи̮те самоспряжении̮ гамільтоніан і знаи̮діть представлення ка-
нонічних комутаціи̮них співвідношень, які діаґоналізують гамільтоні-
ан у термінах операторів народження та знищення. (Вказівка: порів-
няи̮те поле χ(𝑥) з двома верхніми компонентами квантованого діра-
кового поля.)

3.5. Суперсиметрія. Можна написати теоріı̈ поля з безперервними симе-
тріями, що поєднують ферміони та бозони; такі перетворення називають
суперсиметріями.

(a) Наи̮простішимприкладом суперсиметричноı̈ теоріı̈ поля є теорія віль-
ного комплексного бозонного поля и̮ вільного веи̮левогоферміонного
поля з лаґранжіаном

ℒ = ∂ஜϕ∗∂ஜϕ + χற𝑖σ̄ ⋅ ∂χ + 𝐹∗𝐹.
Тут 𝐹 є додатковим комплексним скалярним полем з рівнянням руху
𝐹 = 0. Покажіть, що цеи̮ лаґранжіан є інваріантним (з точністю до пов-
ноı̈ дивергенціı̈) відносно інфінітезимальних перетворень

δϕ = −𝑖ε்σଶχ,
δχ = ε𝐹 + σ ⋅ ∂ϕσଶε∗,
δ𝐹 = −𝑖εறσ̄ ⋅ ∂χ,

де параметр ε௔ є 2-компонентним ґрасмановим спінором.
(b) Покажіть, що член

Δℒ = ቂ𝑚ϕ𝐹 + ଵ
ଶ 𝑖𝑚χ

்σଶχቃ + (к. с.)

є також лівоінваріантним відносно перетворення, заданого в пункті
(a). Усуньте𝐹 з повного лаґранжіана 𝐿+Δ𝐿, розв’язуючи и̮ого рівняння
руху, і покажіть, що бозонне та ферміонне поля ϕ і χ мають однакові
маси.

(c) Можна записати супесиметричні нелініи̮ні рівняння поля, додавши до
лаґранжіана члени третього та вищих порядків. Покажіть, що насту-
пна, досить загальна теорія поля з (ϕ௜ , χ௜), 𝑖 = 1,… , 𝑛, є суперсиметри-
чною:

ℒ = ∂ஜϕ∗
௜∂

ஜϕ௜+χற௜ 𝑖σ̄ ⋅∂χ௜+𝐹∗
௜𝐹௜+ቆ𝐹௜

∂𝑊[ϕ]
∂ϕ௜

+ 𝑖
2
∂ଶ𝑊[ϕ]
∂ϕ௜∂ϕ௝

χ்௜ σଶχ௝ + к. с.ቇ ,

де𝑊[ϕ] є довільною функцією поля ϕ௜ , яка називається суперпотен-
ціалом. Для простого випадку 𝑛 = 1 і𝑊 = 𝑔ϕଷ/3 напишіть рівняння
руху для ϕ та χ (після усунення 𝐹).
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3.6. Перетворення Фірца. Нехаи̮ 𝑢௜ , 𝑖 = 1,… , 4 є чотири 4-компонентні ді-
ракові спінори. У тексті ми довели перестановочні формули Фірца (3.78) і
(3.79). Перша з них може бути записана в 4-компонентних позначеннях, як

𝑢̄ଵγஜቆ
1 + γହ
2 ቇ𝑢ଶ𝑢̄ଷγஜቆ

1 + γହ
2 ቇ𝑢ସ = −𝑢̄ଵγஜቆ

1 + γହ
2 ቇ𝑢ସ𝑢̄ଷγஜቆ

1 + γହ
2 ቇ𝑢ଶ.

Насправді є подібні перестановочні формули для всіх добутків

൫𝑢̄ଵΓ஺𝑢ଶ൯ ൫𝑢̄ଷΓ஻𝑢ସ൯ ,

де Γ஺, Γ஻ —будь-яка з 16 комбінаціи̮ матриць Дірака, наведених у § 3.4.

(a) Для початку нормуємо 16 матриць Γ஺ за умовою

TrൣΓ஺ Γ஻൧ = 4 δ஺஻.

Це дає Γ஺ = {1, γ଴, 𝑖γ௝ , … }. Випишіть усі 16 елементів цього набору.
(b) Запишіть головну тотожність Фірца, як рівняння

൫𝑢̄ଵΓ஺𝑢ଶ൯ ൫𝑢̄ଷΓ஺𝑢ସ൯ =෍
஼,஽

𝐶஺஻஼஽൫𝑢̄ଵΓ஼𝑢ସ൯ ൫𝑢̄ଷΓ஽𝑢ଶ൯

з невідомимикоефіцієнтами𝐶஺஻஼஽. Використавшиповноту наборума-
триць Γ஺, покажіть, що

𝐶஺஻஼஽ = ଵ
ଵ଺ TrൣΓ஼Γ஺Γ஽Γ஻൧ .

(c) Отримаи̮те у явному вигляді закони перетворенняФірца для добутків
(𝑢̄ଵ𝑢ଶ)(𝑢̄ଷ𝑢ସ) і (𝑢̄ଵγஜ𝑢ଶ)(𝑢̄ଷγஜ𝑢ସ).

3.7. Ця задача стосується дискретних симетріи̮ 𝑃, 𝐶, і 𝑇.

(a) Отримаи̮те трансформаціи̮ні властивості при перетвореннях 𝑃, 𝐶, і 𝑇
антисиметричноı̈ тензорноı̈ ферміонноı̈ білініи̮ноı̈ форми ψ̄σஜ஝ψ, де
σஜ஝ = ௜

ଶ [γஜ, γ஝]. Це довершує таблицю трансформаціи̮них властиво-
стеи̮ білініи̮них форм, наведену наприкінці розділу.

(b) Нехаи̮ ϕ(𝑥)—комплексне поле Кляи̮на–Ґордона, на зразок розгляну-
того в Задачі 2.2. Знаи̮діть унітарні оператори 𝑃, 𝐶 та антиунітарнии̮
оператор 𝑇 (всі визначені через ı̈хню дію на оператори знищення a𝐩 і
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b𝐩 для часток та античасток Кляи̮на–Ґордона), які дають наступні пе-
ретворення для поля Кляи̮на–Ґордона:

𝑃ϕ(𝑡, 𝐱)𝑃 = ϕ(𝑡, −𝐱);
𝑇ϕ(𝑡, 𝐱)𝑇 = ϕ(−𝑡, 𝐱);
𝐶ϕ(𝑡, 𝐱)𝐶 = ϕ∗(𝑡, 𝐱).

Знаи̮діть трансформаціи̮ні властивості компонентів струму

𝐽ஜ = 𝑖(ϕ∗∂ஜϕ − ϕ∂ஜϕ∗)

при перетвореннях 𝑃, 𝐶, і 𝑇.
(c) Покажіть, що будь-якии̮ самоспряжении̮ лоренц-скалярнии̮ локаль-

нии̮ оператор, утворении̮ з ψ(𝑥), ϕ(𝑥) і спряжених до них полів, має
𝑃𝐶𝑇 = +1.

3.8. Зв’язані стани.Дві частки зі спіном ଵ/ଶможутьоб’єднатисяу стан зпов-
ним спіном 0 або 1. Хвильові функціı̈ цих станів будуть відповідно непар-
ними або парними при перестановці ı̈хніх спінів.

(a) Використаи̮те цю інформацію для обчислення значень 𝑃- і 𝐶-парності
для всіх електрон-позитронних зв’язаних станів з 𝑆,𝑃 або𝐷 хвильови-
ми функціями.

(b) Оскільки електрон-фотонна взаємодія задана гамільтоніаном

Δ𝐻 = න𝑑ଷ𝐱 𝑒𝐴ஜ𝑗ஜ,

де 𝑗ஜ —електричнии̮ струм, то електродинаміка інваріантна відносно
𝑃 і 𝐶, якщо компоненти векторного потенціалу мають такі ж значення
𝑃- і 𝐶-парності, як і відповідні компоненти 𝑗ஜ. Покажіть, що звідси ви-
пливає такии̮ дивовижнии̮факт: основнии̮ станпозитроніюзі спіном0
може розпастися на два фотони, але основнии̮ стан зі спіном 1 мусить
розпадатися на три фотони. Знаи̮діть правила відбору для анігіляціı̈
вищих станів позитронію і для однофотонних переходів між рівнями
позитронію.
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§4.1. Теорія збурень—філософія і приклади

Ми детально розглянули квантування двох вільних теоріи̮ поля, які при-
близно описують більшість відомих у природі часток. Проте досі стани
вільних часток були вільними станами гамільтоніана; ми не розглядали
ні взаємодію, ні розсіяння. Щоб отримати точнішу картину реального сві-
ту, ми мусимо включити до гамільтоніана (або лаґранжіана) нові, нелініи̮-
ні члени, які поєднають між собою різні фур’є моди (і відповідні ı̈м час-
тки). Для збереження причинності будемо вимагати, щоб нові члени мі-
стили добутки полів у одніи̮ точці простору-часу: так, ൣϕ(𝑥)൧ସ годиться, а
ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)—ні. Отже, члени, що описують взаємодію, матимуть вигляд

𝐻int = න𝑑ଷ𝐱ℋintൣϕ(𝑥)൧ = −න𝑑ଷ𝐱ℒintൣϕ(𝑥)൧.

Наразі обмежимося теоріями, у якихℋint (= −ℒint) є функцією лише полів,
а не ı̈хніх похідних.

У цьомурозділі мирозглянемотриважливі прикладитеоріи̮ поля із вза-
ємодією. Першою є теорія „фі-чотири“:

ℒ = ଵ
ଶ (∂ஜϕ)

ଶ − ଵ
ଶ 𝑚

ଶϕଶ − ஛
ସ! ϕ

ସ, (4.1)

де λ—безрозмірна константа зв’язку. (Взаємодія ϕଷ була б трохи прості-
ша, проте в цьому разі енерґія не була б позитивно-визначена, аж поки не
додано вищии̮ парнии̮ степень від ϕ.) Хоча ми вивчаємо цю теорію з суто
педагогічною метою (оскільки вона є наи̮простішою квантовою теорією із
взаємодією), моделі реального світу такимістятьϕସ-взаємодію; наи̮важли-
вішим прикладом у фізиці часток є самодія гіґсового поля в стандартніи̮
електрослабкіи̮ теоріı̈. А в другому томі ми побачимо, що теорія ϕସ також
постає у статистичніи̮ механіці.

Рівняння руху для теоріı̈ ϕସ,

(∂ଶ +𝑚ଶ)ϕ = − ஛
ଷ! ϕ

ଷ, (4.2)
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неможливо розв’язати через фур’є-аналіз, як вільне рівняння Кляи̮на–Ґор-
дона. У квантовіи̮ теоріı̈ ми накладаємо рівночасове комутаціи̮не співвід-
ношення

[ϕ(𝐱), π(𝐲)] = 𝑖δ(ଷ)(𝐱 − 𝐲),
яке не залежить від ℒint. (Зазначимо, втім, що якби ℒint містив ∂ஜϕ, то ви-
значення π(𝐱) зазнало б змін.) Досить простою вправою буде виписати га-
мільтоніан цієı̈ теоріı̈ і знаи̮ти гаи̮зенберґове рівняння руху для оператора
ϕ(𝑥); результат збігається з класичним рівнянням руху (4.2), як це було і з
вільною теорією.

Нашим другим прикладом теоріı̈ поля із взаємодією буде квантова еле-
ктродинаміка:

ℒКЕД = ℒDirac + ℒMaxwell + ℒint =
= ψ̄(𝑖 /𝐷 −𝑚)ψ − ଵ

ସ (𝐹ஜ஝)
ଶ − 𝑒𝐴ஜψ̄γஜψ,

(4.3)

де𝐴ஜ є електромаґнітнимвекторнимпотенціалом,𝐹ஜ஝ = ∂ஜ𝐴஝−∂஝𝐴ஜ —тен-
зором електромаґнітного поля, а 𝑒 = −|𝑒|—електричним зарядом. (Щоб
описати ферміон з зарядом 𝑄, треба замінити 𝑒 на 𝑄. Якщо ми хочемо роз-
глянути кілька типів заряджених часток, то просто продублюємо ℒDirac і
ℒMaxwell для кожного різновиду.) Гідною подиву є та обставина, що цеи̮ про-
стии̮ лаґранжіан описує маи̮же всі явища, які ми спостерігаємо від макро-
скопічних масштабів до відстанеи̮ 10ିଵଷ см. Насправді ж лаґранжіан у КЕД
можна записати ще простіше:

ℒКЕД = ψ̄(𝑖 /𝐷 −𝑚)ψ − ଵ
ସ (𝐹ஜ஝)

ଶ, (4.4)

де 𝐷ஜ є калібровочно-коваріантна похідна,

𝐷ஜ ≡ ∂ஜ + 𝑖𝑒𝐴ஜ(𝑥). (4.5)

Наи̮істотнішою властивістю лаґранжіана КЕД є и̮ого інваріантність відно-
сно калібровочного перетворення

ψ(𝑥) → 𝑒௜஑(௫)ψ(𝑥), 𝐴ஜ → 𝐴ஜ − ଵ
௘ ∂ஜα(𝑥), (4.6)

що реалізується на діраковому полі як локальнефазове обертання. Така ін-
варіантність має фундаментальне ґеометричне значення, що виправдовує
запровадження коваріантної похідної. Проте для наших цілеи̮ досить того,
що (4.6) є симетрією теоріı̈.

Рівняння Еи̮лера–Лаґранжа для ψ(𝑥),

(𝑖 /𝐷 −𝑚)ψ(𝑥) = 0, (4.7)
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є рівнянням Дірака, поєднаним з електромаґнітним полем за рецептом мі-
німального зв’язку, ∂ → 𝐷. Рівняння Еи̮лера–Лаґранжа для поля 𝐴஝ має ви-
гляд

∂ஜ𝐹ஜ஝ = 𝑒 ψ̄γ஝ψ = 𝑒 𝑗஝. (4.8)

Це неоднорідні рівняння Максвела з питомим струмом 𝑗஝ = ψ̄γ஝ψ, отрима-
ним зі збереженого діракового векторного струму (3.73). Як і в теоріı̈ ϕସ,
рівняння руху також можна записати як гаи̮зенберґові рівняння для опе-
раторів ψ(𝑥) і 𝐴ஜ(𝑥). Це легко перевірити для ψ(𝑥); проте ми досі не обго-
ворили квантування електромаґнітного поля.

Насправді в нашому курсі ми взагалі не розглядатимемо канонічне
квантування електромаґнітного поля. Це вельми заплутана тема, здебіль-
шого через калібровочну інваріантність. Зазначимо, що оскільки 𝐴̇଴ не ви-
никає в лаґранжіані (4.3), то імпульс, спряжении̮ до 𝐴଴, тотожно дорів-
нює нулю. А це суперечить канонічному комутаціи̮ному співвідношенню
[𝐴଴(𝐱), π(𝐲)] = 𝑖δ(𝐱 − 𝐲). Можливе рішення проблеми полягає в тому, щоб
квантувати поле в кулоновіи̮ калібровці, коли ∇ ⋅ 𝐀 = 0 і компонент 𝐴଴ є
зв’язаною, а не динамічною, змінною; але в цьому разі доводиться жертву-
вати явною лоренц-інваріантністю. Альтернативно, можна квантувати по-
ле в лоренцовіи̮ калібровці ∂ஜ𝐴ஜ = 0, модифікувавши лаґранжіан таким
чином, щоб у ньому з’явився член з 𝐴̇଴. Це дає комутаціи̮ні співвідношен-
ня [𝐴ஜ(𝐱), 𝐴஝(𝐲)] = −𝑖𝑔ஜ஝δ(𝐱 − 𝐲), загалом такі самі, як для чотирьох по-
лів Кляи̮на–Ґордона. Проте додатковии̮ знак мінус у [𝐴଴, 𝐴̇଴] призводить
до іншоı̈ (втім, подоланоı̈) проблеми: стани, народжені a଴ற𝐩 , мають неґатив-
ну норму.14

Феи̮нманові правиладляобчисленняамплітудпроцесів, деприсутніфо-
тони, наи̮легше отримати через формулювання теоріı̈ поля у термінах фун-
кціонального інтеґрування, яке розглядається в Розділі 9 (Том II). А в тре-
тьому томі ми побачимо, що цеи̮ метод має додаткову перевагу простого
узагальнення на випадок неабелевих калібровочних полів. У цьому розді-
лі ми просто спробуємо вгадати феи̮нманові правила для фотонів. Це буде
зовсім нескладно після того, як отримаємо відповідні правила для аналоґі-
чноı̈, але простішоı̈теорії Юкави:

ℒYukawa = ℒDirac + ℒKlein-Gordon − 𝑔 ψ̄ψϕ. (4.9)

Це буде нашим третім прикладом. Теорія Юкави схожа на КЕД, проте в ніи̮
замість векторногофотонаприсутня скалярначасткаϕ. Член із взаємодією
має безрозмірну константу зв’язку 𝑔, аналоґічну електричному заряду 𝑒.
14Легко знаи̮тичудовии̮ викладобохпроцедурквантування. Так, длякулоновоı̈ калібровки
див. Би̮оркен, Дрелл [10], Розділ 14; для лоренцовоı̈ —Мендл і Шоу [39], Розділ 5.
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ПочатковоЮкава запропонував цю теорію, щоб описати взаємодію нукло-
нів (ψ) та піонів (ϕ). У сучасніи̮ теоріı̈ часток стандартна модель містить
член взаємодіı̈ Юкави, що пов’язує скалярне поле Гіґса з кварками та ле-
птонами; більшість вільнихпараметрів у стандартніи̮ моделі єюкавськими
константами зв’язку.

Виписавши три засадничі взаємодіı̈, зробимо паузу, щоб обговорити, які
інші взаємодіı̈ можна знаи̮ти в природі. На першии̮ погляд, перелік буде не-
скінченним; навіть для скалярноı̈ теоріı̈ ми могли б записати взаємодіı̈ у
виглядіϕ௡ для будь-якого 𝑛. Проте примітно, що одна проста и̮ переконли-
ва аксіома усуває маи̮же всі можливі варіанти, крім кількох. Ця аксіома по-
лягає в тому, що теорія мусить бути перенормованою, і обґрунтовується на-
ступними міркуваннями. Члени вищого порядку в теоріı̈ збурень, як зазна-
чалося в Розділі 1, містять інтеґрали по 4-імпульсах проміжних („віртуаль-
них“) часток. Ці інтеґрали часто формально розбігаються, тому в загаль-
ному випадку необхідно застосувати певну процедуру обрізання; наи̮про-
стішии̮ спосіб такоı̈ процедури полягає в обмеженні інтеґрування великим,
але скінченним імпульсом Λ. Наприкінці обчислень здіи̮снюється перехід
до межі Λ → ∞ у сподіванні, що фізичні величини виявляться незалежни-
мивідΛ. Якщоце справді так, тотеоріяназиваєтьсяперенормованою. Однак
припустімо, що теорія містить взаємодіı̈ з константами зв’язку, що мають
розмірність маси у певному від’ємному степені. Тоді для отримання безроз-
мірноı̈ амплітуди розсіяння ця константа зв’язку має бути помножена на
величину позитивноı̈ масовоı̈ розмірності, яка виявляється нічим іншимяк
параметром обрізання Λ. Такии̮ член розбігається при Λ → ∞, тож теорія не
є перенормованою.

Детально ми розглянемо це питання в Розділі 10. А поки лише відзна-
чимо, що будь-яка теорія з константою зв’язку неґативноı̈ масовоı̈ розмір-
ності не є перенормованою. Простии̮ розмірнии̮ аналіз дозволяє нам легко
відкинути маи̮же всіх кандидатів на взаємодію. Оскільки дія 𝑆 = ∫ℒ 𝑑ସ𝑥
безрозмірна, то лаґранжіан ℒ повинен мати розмірність [маса]ସ (або про-
сто розмірність 4). З вигляду кінетичних членів різних вільних лаґранжіа-
нів ми визначаємо, що скалярне та векторне поляϕ і 𝐴ஜ мають розмірність
1, тоді як розмірність спінорного поляψ є ଷ/ଶ. Тепер ми можемо системати-
зувати всі можливі перенормовані взаємодіı̈.

Длятеоріи̮,щовключаютьлишескаляри, припустимимичленами із вза-
ємодією є

µϕଷ і λϕସ.
Константа зв’язку µ має розмірність 1, тоді як λ безрозмірна. Члени вигля-
ду ϕ௡ для 𝑛 > 4 не годяться, бо ı̈хні константи зв’язку мали б розмірність
4−𝑛. Певна річ, значно цікавіші теоріı̈ можна отриматишляхом включення
кількох діи̮сних або комплексних скалярних полів (див. Задачу 4.3).



98 Розділ 4. Поля із взаємодією і феи̮нманові діаґрами

Далі ми можемо додати спінорні поля. Спінорна самодія неприпустима,
оскількиψଷ (окрім порушення лоренцовоı̈ інваріантності) має розмірність
ଽ/ଶ. Отже, можлива лише взаємодія Юкави зі скалярними полями:

𝑔ψ̄ψϕ,
хоча схожі взаємодіı̈ можна побудувати також і з веи̮левих та маи̮оранових
спінорів.

При додаванні векторних полів стають можливими багато нових типів
взаємодіı̈. Наи̮більш знаи̮омою є векторно-спінорна взаємодія в КЕД:

𝑒ψ̄γஜψ𝐴ஜ.
І знов-таки, нескладно побудувати схожі члени з веи̮левими та маи̮орано-
вими спінорами. Менш важливою є скалярна КЕД з лаґранжіаном

ℒ = |𝐷ஜϕ|ଶ −𝑚ଶ|ϕ|ଶ, що містить 𝑒𝐴ஜϕ∂ஜϕ∗, 𝑒ଶ|ϕ|ଶ𝐴ଶ.
Це наш першии̮ приклад взаємодіı̈ з похідними; квантування такоı̈ теоріı̈
буденабагатопростішимуформалізміфункціональних інтеґралів, томуми
відкладемо ı̈ı̈ розгляд до Розділу 9. Інші можливі лоренц-інваріантні члени
мають вигляд

𝐴ଶ(∂ஜ𝐴ஜ) і 𝐴ସ.
Хоча це далеко не очевидно, такі члени призводять до протиріч, за виня-
тком лише тих випадків, коли ı̈хні константи зв’язку точно підібрані відпо-
відно до спеціального типу симетріı̈, яка має включати кілька векторних
полів. Ця симетрія лежить в основі неабелевих калібровочнихтеорій, що бу-
дуть головним предметом розгляду в третьому томі. Масовии̮ член ଵ

ଶ𝑚ଶ𝐴ଶ

для векторних полів також породжує протиріччя, якщо лише він не додає-
ться до КЕД; у кожнім разі, він порушує (абелеву або неабелеву) каліброво-
чну інваріантність.

Це вичерпує перелік можливих лаґранжіанів, що включають скалярні,
спінорні и̮ векторні частки. Цікаво відзначити, що прии̮няті зараз моделі
елементарних часток охоплюють усі перелічені вище типи взаємодіı̈. Три з
них, що будуть вивчені в цьому розділі, покривають маи̮же половину всіх
можливостеи̮; решту ми розглянемо далі в нашому курсі.

Припущення, що реалістичні теоріı̈ мають бути перенормованими, є
надзвичаи̮но зручним, оскільки неперенормована теорія мала б мізерну
передбачувану силу. Проте можна задатися питанням, чому природа така
люб’язна, що використовує лише перенормовані взаємодіı̈. Слід було б очі-
кувати, що істинна теорія природи є квантовою теорією значно загальні-
шого типу. Проте можна довести, що незалежно від складності фундамен-
тальноı̈ теоріı̈ при дуже високих енерґіях, ı̈ı̈ низькоенерґетичне наближен-
ня, яке ми спостерігаємо в експериментах, має бути перенормованоюкван-
товою теорією поля. Ми покажемо це в § 12.1.



§ 4.1. Теорія збурень—філософія і приклади 99

На більш практичному рівні попередніи̮ аналіз засвідчує значну різни-
цю в методолоґіı̈ між нерелятивістською квантовою механікою та реля-
тивістською квантовою теорією поля. Оскільки потенціал 𝑉(𝑟) у рівнян-
ні Шродинґера цілком довільнии̮, нерелятивістська квантова механіка не
встановлює обмежень на вигляд взаємодіı̈ в реальному світі. Алещои̮но ми
бачили, як квантова теорія поля висуває дуже жорсткі вимоги до природи
(абонавпаки).Фактично, з нашогообговореннявипливає,що єдина задача,
яка залишилась у фізиці часток, полягає в складанні переліку елементар-
них часток, вимірюванні ı̈хніх мас та констант зв’язку.Можливо, така точка
зору грішить надмірною самовпевненістю, але сам факт ı̈ı̈ існування, воче-
видь, означає, що фізики знаходяться на правильному шляху до побудови
фундаментальноı̈ теоріı̈.

Маючи набір часток та ı̈хніх взаємодіи̮, мище повинні отримати з теоріı̈
результати, які можна порівняти з експериментом. Як нам провести аналіз
квантовоı̈ механіки поля із взаємодією? Було б добре, якби ми могли зна-
и̮ти явні рішенняпринаи̮мні для кількохприкладів (тобто обчислититочні
власні значення і власні вектори, як це робили для вільних теоріи̮), щоб
отримати уявлення про властивості теоріи̮ із взаємодією. На жаль, це про-
стіше сказати, ніж зробити. Нам невідомі точно вирішувані (інтеґровані)
теоріı̈ поля із взаємодією в просторі-часі з розмірністю понад два, і навіть
інтеґровані моделі зі спеціальними симетріями надзвичаи̮но складні. Ви-
вчення таких теоріи̮ було б цікавим, проте навряд чи варте зусиль на цьо-
му етапі. Натомість ми повернемося до простішого і придатного до засто-
сування в загальному випадку підходу— а саме, розглядатимемо гамільто-
ніан взаємодіı̈ 𝐻int як збурення и̮ обчислюватимемо и̮ого вплив за теорією
збурень у припущенні, що константа зв’язку досить мала для отримання
розумного наближення до точноı̈ відповіді. І справді, пертурбативнии̮ ряд
матиме дуже просту структуру, а фейнманові діаґрами дозволять наочно
представити ефекти від взаємодіı̈ у довільно високому порядку наближен-
ня.

Таке спрощення пертурбативного ряду в релятивістськіи̮ теоріı̈ поля
було визначним досягненням Томонаґи, Швінґера і Феи̮нмана.15 Для отри-
мання цього спрощення кожен з них незалежно знаи̮шов спосіб перефор-
мулювання квантовоı̈ механіки з усуненням особливоı̈ ролі часу, а відтак
застосував нову точку зору, щоб представити кожен член пертурбативно-
го ряду як просторово-часовии̮ процес. У Розділі 9 (Том II) ми розвинемо
квантову теоріюполя з просторово-часовоı̈ точки зору заметодомфункціо-
нального інтеґруванняФеи̮нмана. А в поточному розділі підемо простішим
шляхом, уперше розробленимДаи̮соном,щоб отримати просторово-часову

15Історичну довідку про внесок Томонаґи, Швінґера, Феи̮нмана і Даи̮сона див. у [50].
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картину теоріı̈ збурень за допомогою звичаи̮ноı̈ техніки квантовоı̈ механі-
ки.

§4.2. Пертурбативний ряд для кореляційних функцій

Почнемо вивчення теоріı̈ збурень для полів із взаємодією, націлившись на
формалізм, якии̮ дозволить нам унаочнити пертурбативні ряди як просто-
рово-часовии̮ процес. Не потребуючи перегляду всієı̈ квантовоı̈ механіки,
ми, проте, переформулюємо залежну від часу теорію збурень у зручніи̮ для
нашоı̈ мети формі. Ясно, що в кінцевому підсумку ми хочемо обчислити пе-
рерізи розсіяння таширинирозпаду. Але наразі поставимоменшамбіціи̮ну
задачу і спробуємо обчислити наи̮простішу (але и̮ абстрактнішу) величи-
ну— двоточкову кореляційну функцію або двоточкову функцію Ґріна

⟨Ω|𝑇ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|Ω⟩ (4.10)

в теоріı̈ ϕସ. Ми ввели позначення |Ω⟩ для основного стану теоріı̈ із взає-
модією, яке в загальному випадку відрізняється від основного стану віль-
ноı̈ теоріı̈ |0⟩. Символ хронолоґічного упорядкування 𝑇 запроваджено для
подальшоı̈ зручності. Кореляціи̮ну функцію можна фізично інтерпретува-
ти як амплітуду розповсюдження частки або збудження поля між 𝑦 та 𝑥. У
вільніи̮ теоріı̈ це є просто пропаґатор Феи̮нмана:

⟨0|𝑇ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|0⟩free = 𝐷ி(𝑥 − 𝑦) = න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ

𝑖𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬)
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε (4.11)

Ми хотіли б знати, як змінюється цеи̮ вираз для теоріı̈ із взаємодією. Про-
аналізувавши двоточкову кореляціи̮ну функцію, ми легко узагальнимо ре-
зультати на кореляціи̮ні функціı̈ вищого порядку, які міститимуть більше
двох польових операторів. У §§ 4.3 і 4.4 ми продовжимо аналіз кореляціи̮-
них функціи̮ і для ı̈х обчислення за теорією збурень розробимо формалізм
феи̮нманових діаґрам. Далі, в §§ 4.5 і 4.6, ми навчимося з допомогою тієı̈ ж
техніки обчислювати перерізи розсіяння і ширини розпаду.

Беручись до задачі, запишемо гамільтоніан теоріı̈ ϕସ, як

𝐻 = 𝐻଴ + 𝐻int = 𝐻Klein-Gordon +න𝑑ଷ𝐱 λ
4! ϕ

ସ(𝐱). (4.12)

Ми хочемо отримати вираз для двоточковоı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈ (4.10)
у вигляді ряду за степенями λ. Гамільтоніан взаємодіı̈ 𝐻int зустрічається у
(4.10) двічі: по-перше, у визначенні гаи̮зенберґового поля

ϕ(𝑥) = 𝑒௜ு௧ϕ(𝐱)𝑒ି௜ு௧; (4.13)
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по-друге, у визначенні основного стану |Ω⟩. Ми маємо виразити ϕ(𝑥) і |Ω⟩
через величини, якими вміємо маніпулювати, а саме— через оператори
вільного поля та вакуум у вільніи̮ теоріı̈ |0⟩.

Простіше почати зϕ(𝑥). У кожен фіксовании̮ момент часу 𝑡଴ ми можемо,
як звичаи̮но, розкласти ϕ за сходовими операторами:

ϕ(𝑡଴, 𝐱) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

൫a𝐩𝑒௜𝐩⋅𝐱 + aற𝐩𝑒ି௜𝐩⋅𝐱൯ .

Тоді, щоб отримати ϕ(𝑡, 𝐱) для 𝑡 ≠ 𝑡଴, просто переходимо до картини Гаи̮-
зенберґа:

ϕ(𝑡, 𝐱) = 𝑒௜ு(௧ି௧బ)ϕ(𝑡଴, 𝐱)𝑒ି௜ு(௧ି௧బ)

Для λ = 0 гамільтоніан 𝐻 збігається з 𝐻଴, і тоді маємо
ϕ(𝑡, 𝐱)ห஛ୀ଴ = 𝑒௜ுబ(௧ି௧బ)ϕ(𝑡଴, 𝐱)𝑒ି௜ுబ(௧ି௧బ) ≡ ϕூ(𝑡, 𝐱). (4.14)

Якщо λ є малою величиною, то цеи̮ вираз усе ще даватиме наи̮важливішу
частину часовоı̈ залежності ϕ(𝑥), тому зручно приписати ı̈и̮ окрему назву:
поле в картині взаємодії ϕூ(𝑡, 𝐱). Оскільки ми можемо діаґоналізувати 𝐻଴,
то легко виписати ϕூ явно:

ϕூ(𝑡଴, 𝐱) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

൫a𝐩𝑒ି௜௣⋅௫ + aற𝐩𝑒௜௣⋅௫൯ห௫బୀ௧ି௧బ . (4.15)

Це знаи̮омии̮ нам вираз для вільного поля з Розділу 2.
Тепер задача полягає в тому, щоб виразити повне гаи̮зенберґове полеϕ

через ϕூ . Формально це є
ϕ(𝑡, 𝐱) = 𝑒௜ு(௧ି௧బ)𝑒ି௜ுబ(௧ି௧బ)ϕூ(𝑡଴, 𝐱)𝑒௜ுబ(௧ି௧బ)𝑒ି௜ு(௧ି௧బ) ≡

≡ 𝑈ற(𝑡, 𝑡଴)ϕூ(𝑡଴, 𝐱)𝑈(𝑡, 𝑡଴),
(4.16)

де ми визначили унітарнии̮ оператор
𝑈(𝑡, 𝑡଴) = 𝑒௜ுబ(௧ି௧బ)𝑒ି௜ு(௧ି௧బ), (4.17)

відомии̮, як пропаґатор у картині взаємодіı̈ або оператор часовоı̈ еволюціı̈.
Ми хотіли б виразити 𝑈(𝑡, 𝑡଴) цілком через поле ϕூ , для якого існує явнии̮
запис у термінах сходових операторів. Для цього відзначимо, що 𝑈(𝑡, 𝑡଴) є
єдинимрішеннямзвичаи̮ногодиференціи̮ногорівняння (рівнянняШроди-
нґера) з початковою умовою 𝑈(𝑡଴, 𝑡଴) = 1:

𝑖 ∂
∂𝑡𝑈(𝑡, 𝑡଴) = 𝑒௜ுబ(௧ି௧బ)(𝐻 − 𝐻଴)𝑒ି௜ு(௧ି௧బ) =

= 𝑒௜ுబ(௧ି௧బ)(𝐻int)𝑒ି௜ு(௧ି௧బ) =
= 𝑒௜ுబ(௧ି௧బ)(𝐻int)𝑒ି௜ுబ(௧ି௧బ)𝑒௜ுబ(௧ି௧బ)𝑒ି௜ு(௧ି௧బ) =
= 𝐻ூ(𝑡)𝑈(𝑡, 𝑡଴),

(4.18)
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де

𝐻ூ(𝑡) = 𝑒௜ுబ(௧ି௧బ)(𝐻int)𝑒ି௜ுబ(௧ି௧బ) =

= න𝑑ଷ𝐱 λ
4!ϕ

ସ
ூ (𝑡, 𝐱)

(4.19)

є гамільтоніаном взаємодіı̈, записаним у картині взаємодіı̈. Рішення цьо-
го диференціи̮ного рівняння для 𝑈(𝑡, 𝑡଴) повинно мати вигляд 𝑈 ∼
exp(−𝑖𝐻ூ𝑡); це було б потрібною нам формулою для 𝑈 через ϕூ . Діючи ре-
тельніше, покажемо, що це рішення є степеневим рядом за λ:

𝑈(𝑡, 𝑡଴) = 1 + (−𝑖)
௧

න
௧బ

𝑑𝑡ଵ𝐻ூ(𝑡ଵ) + (−𝑖)ଶ
௧

න
௧బ

𝑑𝑡ଵ
௧భ

න
௧బ

𝑑𝑡ଶ𝐻ூ(𝑡ଵ)𝐻ூ(𝑡ଶ)+

+ (−𝑖)ଷ
௧

න
௧బ

𝑑𝑡ଵ
௧భ

න
௧బ

𝑑𝑡ଶ
௧మ

න
௧బ

𝑑𝑡ଷ𝐻ூ(𝑡ଵ)𝐻ூ(𝑡ଶ)𝐻ூ(𝑡ଷ) + ⋯ .

(4.20)

Щоб пересвідчитись у цьому, просто візьмемо похідну за часом і побачи-
мо, що кожен член ряду дає попередніи̮ член, помножении̮ на −𝑖𝐻ூ(𝑡). По-
чаткова умова 𝑈(𝑡, 𝑡଴) = 1 для 𝑡 = 𝑡଴, безперечно, дотримана.

Зазначимо, що множники 𝐻ூ в (4.20) розташовані у хронолоґічному по-
рядку—пізнішии̮ завжди знаходиться лівіше. Це дозволяє істотно спро-
стити вираз, скориставшись символом хронолоґічного упорядкування 𝑇.
Наприклад, член 𝐻ଶ

ூ можна записати

௧

න
௧బ

𝑑𝑡ଵ
௧భ

න
௧బ

𝑑𝑡ଶ𝐻ூ(𝑡ଵ)𝐻ூ(𝑡ଶ) =
1
2

௧

න
௧బ

𝑑𝑡ଵ
௧

න
௧బ

𝑑𝑡ଶ 𝑇൛𝐻ூ(𝑡ଵ)𝐻ூ(𝑡ଶ)ൟ. (4.21)

Подвіи̮нии̮ інтеґрал у правіи̮ частині враховує все двічі, оскільки в 𝑡ଵ𝑡ଶ-пло-
щині підінтеґральнии̮ вираз 𝑇{𝐻ூ(𝑡ଵ)𝐻ூ(𝑡ଶ)} симетричнии̮ відносно прямоı̈
𝑡ଵ = 𝑡ଶ (див. Рис. 4.1).

Аналоґічна тотожність справедлива і для членів вищих порядків:

௧

න
௧బ

𝑑𝑡ଵ
௧భ

න
௧బ

𝑑𝑡ଶ⋯
௧೙షభ

න
௧బ

𝑑𝑡௡ 𝐻ூ(𝑡ଵ)⋯𝐻ூ(𝑡௡) =
1
𝑛!

௧

න
௧బ

𝑑𝑡ଵ⋯𝑑𝑡௡ 𝑇൛𝐻ூ(𝑡ଵ)⋯𝐻ூ(𝑡௡)ൟ.

Хоча цеи̮ випадок дещо складніше зобразити наочно, але неважко переко-
натися, що рівність правильна. З ı̈ı̈ допомогою можемо записати 𝑈(𝑡, 𝑡଴) в
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Рис. 4.1. Ґеометрична інтерпретація формули (4.21).

надзвичаи̮но компактніи̮ формі:

𝑈(𝑡, 𝑡଴) = 1 + (−𝑖)
௧

න
௧బ

𝑑𝑡ଵ𝐻ூ(𝑡ଵ)+

+ (−𝑖)ଶ
2!

௧

න
௧బ

𝑑𝑡ଵ𝑑𝑡ଶ 𝑇൛𝐻ூ(𝑡ଵ)𝐻ூ(𝑡ଶ)ൟ + ⋯ ≡

≡ 𝑇ቊ exp ቈ − 𝑖
௧

න
௧బ

𝑑𝑡ᇲ 𝐻ூ(𝑡ᇱ)቉ቋ,

(4.22)

де хронолоґічно упорядкована експонента визначається як ряд Теи̮лора,
кожен член якого хронолоґічно упорядковано. В реальних обчисленнях ми
зберігаємо лише кілька перших членів цього ряду; хронолоґічно упоряд-
кована експонента є просто компактним записом, що дозволяє легко за-
пам’ятати потрібнии̮ вираз.

Тепермиопанувалиϕ(𝑡, 𝐱)—записали и̮ого, як і вимагалося, цілкомче-
рез ϕூ . Перш ніж переи̮ти до розгляду |Ω⟩, зручно буде узагальнити визна-
чення 𝑈, дозволивши и̮ого другому арґументові прии̮мати інші значення,
окрім „часу відліку“ 𝑡଴. Таке визначення цілком очевидне:

𝑈(𝑡, 𝑡ᇱ) ≡ 𝑇ቊ exp ቈ − 𝑖
௧

න
௧ᇲ
𝑑𝑡ᇴ 𝐻ூ(𝑡

ᇴ)቉ቋ (𝑡 ≥ 𝑡ᇱ). (4.23)
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Звідси випливає кілька важливих властивостеи̮ оператора 𝑈(𝑡, 𝑡ᇱ). Пере-
довсім, він задовольняє тому ж самому диференціи̮ному рівнянню (4.18):

𝑖 ∂
∂𝑡𝑈(𝑡, 𝑡

ᇱ) = 𝐻ூ(𝑡)𝑈(𝑡, 𝑡ᇱ), (4.24)

але тепер з початковою умовою 𝑈 = 1 для 𝑡 = 𝑡ᇲ . З цього рівняння маємо

𝑈(𝑡, 𝑡ᇱ) = 𝑒௜ுబ(௧ି௧బ)𝑒ି௜ு(௧ି௧
ᇲ )𝑒ି௜ுబ(௧ᇲି௧బ), (4.25)

і це доводить, що 𝑈 є унітарним. Нарешті, для 𝑈(𝑡, 𝑡ᇱ) виконуються такі то-
тожності (при 𝑡ଵ ≥ 𝑡ଶ ≥ 𝑡ଷ):

𝑈(𝑡ଵ, 𝑡ଶ)𝑈(𝑡ଶ, 𝑡ଷ) = 𝑈(𝑡ଵ, 𝑡ଷ); 𝑈(𝑡ଵ, 𝑡ଷ)ൣ𝑈(𝑡ଶ, 𝑡ଷ)൧ற = 𝑈(𝑡ଵ, 𝑡ଶ). (4.26)

Тепер ми можемо переи̮ти до розгляду |Ω⟩. Оскільки |Ω⟩ є основним станом
𝐻, и̮ого можна виокремити за допомогою наступноı̈ процедури. Уявімо, що
початковим станом є |0⟩, основнии̮ стан𝐻଴, і система еволюціонує під дією
𝐻:

𝑒ି௜ுத|0⟩ =෍
௡

𝑒ି௜ா೙த|𝑛⟩⟨𝑛|0⟩,

де 𝐸௡ є власними значеннями 𝐻. Мусимо припустити, що |Ω⟩ перекриває-
ться з |0⟩, тобто ⟨Ω|0⟩ ≠ 0 (якщо це не так, то 𝐻ூ в жодному сенсі не можна
вважати малим збуренням). Тоді вищевказании̮ ряд містить |Ω⟩, і ми може-
мо записати

𝑒௜ுத|0⟩ = 𝑒ି௜ாబத|Ω⟩⟨Ω|0⟩ +෍
௡ஷ଴

𝑒ି௜ா೙த|𝑛⟩⟨𝑛|0⟩,

де 𝐸଴ ≡ ⟨Ω|𝐻|Ω⟩. (Нульова енерґія визначається як 𝐻଴|0⟩ = 0.) Оскільки
𝐸௡ > 𝐸଴ для всіх 𝑛 ≠ 0, ми можемо позбутися всіх членів з 𝑛 ≠ 0, наближаю-
чи τ до∞ у напрямку, трохи відхиленому від діи̮сноı̈ осі: τ → ∞(1 − 𝑖ε). Тоді
експоненціи̮нии̮ множник 𝑒ି௜ா೙த наи̮повільніше спадає для 𝑛 = 0:

|Ω⟩ = lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

൫𝑒ି௜ா೙த⟨Ω|0⟩൯ିଵ 𝑒ି௜ுத|0⟩. (4.27)

Оскільки тепер τдужевелике, миможемо змістити и̮ого намалу константу:

|Ω⟩ = lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

൫𝑒ି௜ா೙(தା௧బ)⟨Ω|0⟩൯ିଵ 𝑒ି௜ு(தା௧బ)|0⟩ =

= lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

൫𝑒ି௜ா೙(௧బି(ିத))⟨Ω|0⟩൯ିଵ 𝑒ି௜ு(௧బି(ିத))𝑒ି௜ு(ିதି௧బ)|0⟩ =

= lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

൫𝑒ି௜ா೙(௧బି(ିத))⟨Ω|0⟩൯ିଵ 𝑈(𝑡଴, −τ)|0⟩.

(4.28)
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У другому рядку ми використали 𝐻଴|0⟩ = 0. Якщо відкинути 𝑐-числовии̮
множникпопереду, цеи̮ вираз вказує,щомиможемоотримати |Ω⟩ через дію
оператора еволюціı̈𝑈 на стан |0⟩ від часу−τ до часу 𝑡଴. Так само ми можемо
виразити ⟨Ω| як

⟨Ω| = lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

⟨0|𝑈(τ, 𝑡଴)൫𝑒ି௜ா೙(௧బି(ିத))⟨Ω|0⟩൯ିଵ . (4.29)

Зберемо разом усі частини двоточковоı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈. Тимчасо-
во припустимо, що 𝑥଴ > 𝑦଴ > 𝑡଴. Тоді
⟨Ω|ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|Ω⟩ = lim

ಜ→ಮ(భష೔಍)
൫𝑒ି௜ாబ(தି௧బ)⟨Ω|0⟩൯ିଵ ⟨0|𝑈(τ, 𝑡଴)×

× ൣ𝑈(𝑥଴, 𝑡଴)൧றϕூ(𝑥)𝑈(𝑥଴, 𝑡଴)×
× ൣ𝑈(𝑦଴, 𝑡଴)൧றϕூ(𝑦)𝑈(𝑦଴, 𝑡଴)×
× 𝑈(𝑡଴, −𝑇)|0⟩൫𝑒ି௜ா೙(௧బି(ିத))⟨Ω|0⟩൯ିଵ =

= lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

ቀห⟨0|Ω⟩หଶ𝑒ି௜ாబ(ଶத)ቁ
ିଵ
×

× ⟨0|𝑈(τ, 𝑥଴)ϕூ(𝑥)𝑈(𝑥଴, 𝑦଴)ϕூ(𝑦)𝑈(𝑦଴, −τ)|0⟩

(4.30)

Це мало б простішии̮ вигляд, якби не громіздкии̮ множник попереду. Щоб
позбутись и̮ого, розділимо вираз на одиницю, представлену у формі

1 = ⟨Ω|Ω⟩ = ൫|⟨0|Ω⟩|ଶ𝑒ି௜ாబ(ଶத)൯ିଵ ⟨0|𝑈(τ, 𝑡଴)𝑈(𝑡଴, −τ)|0⟩.
Тоді наша формула (все ще для 𝑥଴ > 𝑦଴) набуває вигляду

⟨Ω|ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|Ω⟩ = lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

⟨0|𝑈(τ, 𝑥଴)ϕூ(𝑥)𝑈(𝑥଴, 𝑦଴)ϕூ(𝑦)𝑈(𝑦଴, −τ)|0⟩
⟨0|𝑈(τ, −τ)|0⟩ .

Тепер звернемоувагу,щовсі поля вобох частинах виразу хронолоґічно упо-
рядковані. Це також справедливо і для випадку 𝑦଴ > 𝑥଴. Таким чином, має-
мо остаточнии̮ вираз, діи̮снии̮ для будь-яких 𝑥଴ і 𝑦଴:

ൻΩห 𝑇൛ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)ൟหΩൿ =

= lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

⟨0| 𝑇ቄϕூ(𝑥)ϕூ(𝑦) exp ൣ − 𝑖
ಜ

∫
షಜ
𝑑𝑡 𝐻ூ(𝑡)൧ቅ|0⟩

⟨0| 𝑇ቄ exp ൣ − 𝑖
ಜ

∫
షಜ
𝑑𝑡 𝐻ூ(𝑡)൧ቅ|0⟩

(4.31)

Перевага розгляду хронолоґічних добутків очевидна—це дозволяє вста-
вити будь-що під знак 𝑇-оператора. Схожа формула справедлива і для ви-
щих кореляціи̮них функціи̮ від довільного числа полів; для кожного дода-
ткового множника ϕ у лівіи̮ частині треба вставити додатковии̮ множник
ϕூ у праву частину. Наразі отримании̮ вираз ще точнии̮. Але тепер він іде-
ально підходить для виконання пертурбативних обчислень— слід лише
зберегти потрібну кількість членів у ряді Теи̮лора для експоненти.
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§4.3. Теорема Віка

Ми звели проблему обчислення кореляціи̮них функціи̮ до обчислення ви-
разів вигляду

⟨0| 𝑇൛ϕூ(𝑥ଵ)ϕூ(𝑥ଶ)⋯ϕூ(𝑥௡)ൟ|0⟩,
тобто вакуумних середніх від хронолоґічно упорядкованих добутків скін-
ченноı̈ (але довільноı̈) кількості вільних польових операторів. При 𝑛 = 2
цеи̮ вираз є просто феи̮нмановим пропаґатором. Для великих 𝑛 цю величи-
ну можна обчислити напряму, розклавшиϕூ через сходові оператори. Про-
те в цьому та наступному параґрафах ми знаи̮демо спосіб гранично спро-
стити такі обчислення.

Знову розглянемо випадок двох полів, ⟨0| 𝑇{ϕூ(𝑥ଵ)ϕூ(𝑥ଶ)}|0⟩. Ми вже
знаємо, як обчислити цю величину, проте зараз воліли б переписати ви-
раз у формі, зручніи̮ як для розрахунків, так і для узагальнення на ви-
падок більше ніж двох полів. Щоб зробити це, розкладемо поле ϕூ(𝑥) на
позитивно- та неґативно-частотні частини:

ϕூ(𝑥) = ϕା
ூ (𝑥) + ϕି

ூ (𝑥), (4.32)

де

ϕା
ூ (𝑥) = න 𝑑ଷ𝐩

(2π)ଷ
1

ඥ2𝐸𝐩
a𝐩𝑒ି௜௣⋅௫;

ϕି
ூ (𝑥) = න 𝑑ଷ𝐩

(2π)ଷ
1

ඥ2𝐸𝐩
aற𝐩𝑒ା௜௣⋅௫.

Таку декомпозицію можна зробити для будь-якого вільного поля. Вона ко-
рисна, оскільки

ϕା
ூ (𝑥)|0⟩ = 0 і ⟨0|ϕି

ூ = 0.
Для прикладу розглянемо випадок 𝑥଴ > 𝑦଴. Хронолоґічнии̮ добуток двох
полів має вигляд

𝑇ϕூ(𝑥)ϕூ(𝑦) =
ೣబಭ೤బ

ϕା
ூ (𝑥)ϕା

ூ (𝑦) + ϕା
ூ (𝑥)ϕି

ூ (𝑦)+

+ ϕି
ூ (𝑥)ϕା

ூ (𝑦) + ϕି
ூ (𝑥)ϕି

ூ (𝑦) =

= ϕା
ூ (𝑥)ϕା

ூ (𝑦) + ϕି
ூ (𝑦)ϕା

ூ (𝑥) + ϕି
ூ (𝑥)ϕା

ூ (𝑦) +

+ ϕି
ூ (𝑥)ϕି

ூ (𝑦) + [ϕା
ூ (𝑥), ϕି

ூ (𝑦)].

(4.33)

У кожному члені, за винятком комутатора, всі a𝐩 знаходяться праворуч від
усіх aற𝐩. Такі доданки (як, приміром, (aற𝐩aற𝐪a𝐤a𝐥)) називають нормально впо-
рядкованими, і вони мають нульове вакуумне середнє. Також визначимо
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символ нормального упорядкування 𝑁(), що розміщує в нормальному по-
рядку всі оператори, на які він діє. Наприклад,

𝑁൫a𝐩aற𝐤a𝐪൯ ≡ aற𝐤a𝐩a𝐪 (4.34)
Порядок a𝐩 і a𝐪 у правіи̮ частині не має значення, оскільки вони
комутують.16

Якщо натомість ми розглянемо випадок 𝑦଴ > 𝑥଴, то отримаємо ті ж са-
мі чотири нормально впорядковані члени, як і в (4.33), але тепер останніи̮
комутатор буде [ϕା

ூ (𝑦), ϕି
ூ (𝑥)]. Тому визначимоще одну величину, згортку

двох полів, наступним чином:

ϕ(𝑥)ϕ(𝑦) ≡ ൝[ϕ
ା(𝑥), ϕି(𝑦)] для 𝑥଴ > 𝑦଴;

[ϕା(𝑦), ϕି(𝑥)] для 𝑦଴ > 𝑥଴. (4.35)

Ця величина є достоту феи̮нмановим пропаґатором:

ϕ(𝑥)ϕ(𝑦) = 𝐷ி(𝑥 − 𝑦). (4.36)
З цього моменту ми для зручності часто вилучатимемо нижніи̮ індекс 𝐼;
згортки завжди міститимуть поля в картині взаємодіı̈.

Тепер співвідношення між хронолоґічним та нормальним упорядкува-
нням записується дуже просто (принаи̮мні для двох полів):

𝑇൛ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)ൟ = 𝑁൛ϕ(𝑥)ϕ(𝑦) + ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)ൟ. (4.37)
Запровадивши нові позначення, ми легко отримаємо узагальнення для до-
вільного числа полів:

𝑇൛ϕ(𝑥ଵ)ϕ(𝑥ଶ)⋯ϕ(𝑥௠)ൟ =
= 𝑁൛ϕ(𝑥ଵ)ϕ(𝑥ଶ)⋯ϕ(𝑥௠) + всі можливі згорткиൟ.

(4.38)

Ця тотожність відома яктеорема Віка, і зараз ми ı̈ı̈ доведемо. При𝑚 = 2 ця
теорема еквівалентна рівності (4.37). Фраза всі можливі згортки означає,
що кожніи̮ з можливих попарних згорток𝑚 полів відповідає один доданок.
Отже, при𝑚 = 4 (записуючи для простоти ϕ(𝑥௔) як ϕ௔) маємо

𝑇൛ϕଵϕଶϕଷϕସൟ = 𝑁൛ϕଵϕଶϕଷϕସ + ϕଵϕଶϕଷϕସ + ϕଵϕଶϕଷϕସ+

+ ϕଵϕଶϕଷϕସ + ϕଵϕଶϕଷϕସ + ϕଵϕଶϕଷϕସ + ϕଵϕଶϕଷϕସ+

+ ϕଵϕଶϕଷϕସ + ϕଵϕଶϕଷϕସ + ϕଵϕଶϕଷϕସൟ.

(4.39)

16У літературі також часто зустрічається позначення :மభமమ: замістьே(மభமమ).
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Коли згортка поєднує два оператори, що не є сусідніми, ми все одно визна-
чаємо ı̈ı̈ як 𝐷ி . Наприклад,

𝑁൛ϕଵϕଶϕଷϕସൟ означає 𝐷ி(𝑥ଵ − 𝑥ଷ) ⋅ 𝑁൛ϕଶϕସൟ

У вакуумному середньому (4.39) будь-якии̮ член з незгорненими операто-
рамидаєнуль (оскільки ⟨0|𝑁 (будь-якии̮ оператор)|0⟩ = 0). Виживаютьли-
ше три повністю згорнені доданки у третьому рядку, і всі вони є 𝑐-числами,
тож

⟨0| 𝑇൛ϕଵϕଶϕଷϕସൟ|0⟩ = 𝐷ி(𝑥ଵ − 𝑥ଶ)𝐷ி(𝑥ଷ − 𝑥ସ)+
+ 𝐷ி(𝑥ଵ − 𝑥ଷ)𝐷ி(𝑥ଶ − 𝑥ସ)+
+ 𝐷ி(𝑥ଵ − 𝑥ସ)𝐷ி(𝑥ଶ − 𝑥ଷ).

(4.40)

Тепер доведемо теорему Віка, і зробимо це за індукцією від числа полів𝑚.
Випадок 𝑚 = 2 ми вже розглянули. Припустімо, що теорема є вірною для
𝑚 − 1 полів, і доведемо ı̈ı̈ справедливість для 𝑚 полів. Без без втрати за-
гальності обмежимося випадком 𝑥଴ଵ ≥ 𝑥଴ଶ ≥ ⋯𝑥଴௠; якщо це не так, ми мо-
жемо просто перепозначити точки, що жодним чином не вплине на обидві
частини (4.38). Тоді, застосувавши теорему Віка до ϕଶ⋯ϕ௠, одержимо

𝑇൛ϕଵ⋯ϕ௠ൟ = ϕଵ⋯ϕ௠ =
= ϕଵ𝑁൛ϕଶ⋯ϕ௠ + всі згортки без ϕଵൟ+
= (ϕା

ଵ + ϕି
ଵ )𝑁൛ϕଶ⋯ϕ௠ + всі згортки без ϕଵൟ

(4.41)

Ми хочемо переміститиϕା
ଵ іϕି

ଵ до𝑁{}. Для членаϕି
ଵ це не викликає трудно-

щів, оскільки він, перебуваючи зліва, вже є нормально впорядкованим. А от
член зϕା

ଵ ще належить привести до нормальноı̈ форми, переставляючи и̮о-
го правіше від решти операторівϕ. Розглянемо, для прикладу, доданок без
згорток

ϕା
ଵ𝑁൛ϕଶ⋯ϕ௠ൟ = 𝑁൛ϕଶ⋯ϕ௠ൟϕା

ଵ + ൣϕା
ଵ 𝑁൛ϕଶ⋯ϕ௠ൟ൧ =

= 𝑁൛ϕା
ଵϕଶ⋯ϕ௠ൟ + 𝑁൛[ϕା

ଵ , ϕି
ଶ ]ϕଷ⋯ϕ௠ +

+ ϕଶ[ϕା
ଵ , ϕି

ଷ ]ϕସ⋯ϕ௠ +⋯ൟ =

= 𝑁൛ϕା
ଵϕଶ⋯ϕ௠ + ϕଵϕଶϕଷ⋯ϕ௠+

+ ϕଵϕଶϕଷ⋯ϕ௠ +⋯ൟ.
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Першии̮ член у передостанньому рядку разом з аналоґічним членом,щомі-
стить ϕି

ଵ , утворюють 𝑁{ϕଵϕଶ⋯ϕ௠}, тож ми маємо першии̮ доданок у пра-
віи̮ частині теореми Віка, а також усі можливі доданки з одиночною згор-
ткою поля ϕଵ з іншим полем. Так само доданок у (4.41), що має одну згор-
тку, дає всі можливі члени, що містять як цю згортку, так і згортку поля ϕଵ
з одним з решти полів. Проробивши це з усіма доданками в (4.41), ми зре-
штою отримаємо всі можливі згортки всіх полів, включно з ϕଵ. Отже, крок
індукціı̈ завершено і теорему Віка доведено.

§4.4. Фейнманові діаґрами

Теорема Віка дозволяє нам перетворити вираз типу

⟨0| 𝑇൛ϕூ(𝑥ଵ)ϕூ(𝑥ଶ)⋯ϕூ(𝑥௡)ൟ|0⟩

на суму добутків феи̮нманових пропаґаторів. Теперми готові розробити ді-
аґрамну інтерпретацію таких виразів. Передовсім розглянемо випадок чо-
тирьох полів у різних просторово-часових точках, для якого ми отримали
рівняння (4.40). Зобразимокожнузточок𝑥ଵ, … , 𝑥ସ увигляді крапки, а кожен
множник 𝐷ி(𝑥 − 𝑦) як лінію, що поєднує 𝑥 та 𝑦. Тоді (4.40) можна предста-
вити, як суму трьох діаґрам (що називаються фейнмановими діаґрамами):

⟨0| 𝑇൛ϕଵϕଶϕଷϕସൟ|0⟩ = + + (4.42)

Хоча ця величина не є точно вимірюваною, діаґрами дозволяють дати на-
ступну інтерпретацію: частки народжуються у двох точках простору-часу,
розповсюджуються в інші точки і там знищуються. Цеможе відбутися у три
різні способи, що відповідають трьом різним можливостям поєднання то-
чок у пари, як показано на трьох діаґрамах. Повна амплітуда процесу є су-
мою трьох діаґрам.

Ситуація стає набагато цікавішою, коли вираз містить більше одного
поля в одніи̮ і тіи̮ саміи̮ просторово-часовіи̮ точці. Тому повернімося до об-
численнядвоточковоı̈ функціı̈ ⟨Ω| 𝑇{ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)}|Ω⟩ зформули (4.31).Ми іґно-
руватимемо знаменник до кінця цього параґрафу. Чисельник з розкладе-
ною в степневии̮ ряд експонентою є

⟨0| 𝑇ቄϕ(𝑥)ϕ(𝑦) + ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)ቂ − 𝑖න𝑑𝑡 𝐻ூ(𝑡)ቃ + ⋯ቅ|0⟩. (4.43)
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Першии̮ член дає результат вільноı̈ теоріı̈ ⟨0| 𝑇{ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)}|0⟩ = 𝐷ி(𝑥 − 𝑦).
Другии̮ член у теоріı̈ ϕସ має вигляд

⟨0| 𝑇ቄϕ(𝑥)ϕ(𝑦) (−𝑖)න𝑑𝑡න𝑑ଷ𝐳 λ
4!ϕ

ସቅ|0⟩ =

= ⟨0| 𝑇ቄϕ(𝑥)ϕ(𝑦)ቆ−𝑖λ4! ቇන𝑑ସ𝑧 ϕ(𝑧)ϕ(𝑧)ϕ(𝑧)ϕ(𝑧)ቅ|0⟩.

Тепер застосуємо теорему Віка. Ми отримали по одному доданку для ко-
жного способу попарноı̈ згортки шести операторів ϕ один з одним. Є
п’ятнадцять способів зробити це, проте (на щастя) лише два з них справді
різні. Якщоми згорнулиϕ(𝑥) зϕ(𝑦), то є три способи згорнути чотириϕ(𝑧)
один з одним, і всі вони дають однакові вирази. Інша можливість полягає
в тому, щоб згорнути ϕ(𝑥) з одним із ϕ(𝑧) (чотири варіанти), ϕ(𝑦) з одним
із інших ϕ(𝑧) (три варіанти) і решту два ϕ(𝑧) між собою (один варіант). Є
дванадцять способів зробити це, і всі призводять до однакових виразів. У
підсумку маємо

⟨0| 𝑇ቄϕ(𝑥)ϕ(𝑦) (−𝑖)න𝑑𝑡න𝑑ଷ𝐳 λ
4!ϕ

ସቅ|0⟩ =

= 3 ⋅ ቆ−𝑖λ4! ቇ𝐷ி(𝑥 − 𝑦)න𝑑ସ𝑧 𝐷ி(𝑧 − 𝑧)𝐷ி(𝑧 − 𝑧)+

+ 12 ⋅ ቆ−𝑖λ4! ቇන𝑑ସ𝑧 𝐷ி(𝑦 − 𝑧)𝐷ி(𝑥 − 𝑧)𝐷ி(𝑧 − 𝑧).

(4.44)

Ми краще зрозуміємо цеи̮ вираз, якщо представимо кожен и̮ого член як
феи̮нманову діаґраму. Знову зобразимо кожну и̮ого згортку 𝐷ி у вигляді
лініı̈ і кожну просторово-часову точку як крапку. Проте наразі мусимо від-
різняти „зовнішні“ точки 𝑥 та 𝑦 від „внутрішньоı̈“ 𝑧; кожна внутрішня точка
асоціи̮ована з множником (−𝑖λ) ∫ 𝑑ସ𝑧 . Про постіи̮ні множники ми подбає-
мо трохи згодом. Скориставшись з цих правил, бачимо, що наведении̮ вище
вираз (4.44) дорівнює сумі двох діаґрам:

൭ ൱ + ൭ ൱

Мипозначаємо лініı̈ на цих діаґрамах, як пропаґатори, бо вони представля-
ють амплітуди розповсюдження (англ. propagation)𝐷ி . Внутрішні точки, де
зустрічаються лініı̈, називаються вершинами. Оскільки𝐷ி(𝑥−𝑦) є ампліту-
дамирозповсюдженняміж 𝑥 та𝑦 для вільноı̈ часткиКляи̮на–Ґордона, то ді-
аґрами фактично інтерпретують аналітичну формулу, як процес народже-
ння, розповсюдження і знищення часток у просторі-часі.
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Тепер поглянемо на складнішу згортку від члена λଷ у ряді кореляціи̮ноı̈
функціı̈:

⟨0|ϕ(𝑥)ϕ(𝑦) ଵ
ଷ!൫ି௜஛ସ! ൯

ଷ ∫𝑑ସ𝑧 ϕϕϕϕ∫𝑑ସ𝑤ϕϕϕϕ∫𝑑ସ𝑢 ϕϕϕϕ|0⟩ =

= 1
3!ቆ

−𝑖λ
4! ቇ

ଷ
න𝑑ସ𝑧 𝑑ସ𝑤𝑑ସ𝑢 𝐷ி(𝑥 − 𝑧)𝐷ி(𝑧 − 𝑧)× (4.45)

×𝐷ி(𝑧 − 𝑤)𝐷ி(𝑤 − 𝑦)𝐷ி(𝑤 − 𝑢)𝐷ி(𝑢 − 𝑢).

Кількість „різних“ згорток, які дають однаковии̮ вираз, є значною:

3!︸︷︷︸
перестановка

вершин

× 4 ⋅ 3︸︷︷︸
розташування

згорток
у ௭ вершині

× 4 ⋅ 3 ⋅ 2︸ ︷︷ ︸
розташування

згорток
у௪ вершині

× 4 ⋅ 3︸︷︷︸
розташування

згорток
в ௨ вершині

× 1/2︸︷︷︸
перестановка

௪ି௨
згорток

Добуток цих комбінаторних множників дає 10 368, близько ଵ/ଵଷ від загаль-
ноı̈ кількості 135135 можливих повних згорток 14 операторів. Структуру
цієı̈ конкретноı̈ згортки можна представити наступною „кактусною“ діа-
ґрамою:

З очевидних причин прии̮нято вважати, що одна ця діаґрама представляє
суму всіх 10368 однакових членів.

На практиці спочатку завжди зображають діаґраму, використовуючи
ı̈ı̈, як мнемонічнии̮ метод запису аналітичного виразу. Але тоді виникає
питання: яка є повна константа? Звичаи̮но, ми могли б обчислити ı̈ı̈, як
це робили вище,— поставити у відповідність кожніи̮ вершині множник
∫𝑑ସ𝑧 (−𝑖λ/4! ), взяти 1/𝑛! з ряду Теи̮лора, а потім провести комбінаторнии̮
аналіз, виписавши добутки полів, як у (4.45), і порахувавши всі варіанти.
Проте 1/𝑛! з ряду Теи̮лора маи̮же завжди скорочує 𝑛! від перестановок вер-
шин, отож ми можемо забути про обидва ці множники. Крім того, типова
вершина має чотири лініı̈, що приходять з чотирьох різних місць, і таким
чиномрізні розташування цих згорток уϕϕϕϕ даютьмножник 4! (як пока-
зано вище, у 𝑤-вершині), що скорочує знаменник у (−𝑖λ/4! ). Тому прии̮ня-
то зіставляти з кожною вершиною вираз ∫𝑑ସ𝑧 (−𝑖λ). (Це и̮ пояснює прису-
тність 4! при коефіцієнті зв’язку для взаємодіı̈ ϕସ.)

Для вищенаведеноı̈ діаґрами ця схема дає константу, завелику через
множник 8 = 2 ⋅ 2 ⋅ 2, якии̮ називається фактором симетрії діаґрами. Два
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множники 2 походять від лініи̮, що починаються и̮ закінчуються в тіи̮ са-
міи̮ вершині, бо діаґрама симетрична відносно перестановки двох кінців
таких лініи̮. Останніи̮ множник 2 виникає від поєднання 𝑤 з 𝑢 двома про-
паґаторами, оскільки діаґрама симетрична при взаємніи̮ перестановці цих
двох лініи̮. Третіи̮ можливии̮ тип симетріı̈ випливає з еквівалентності двох
вершин.Щоботриматиправильнии̮ повнии̮множник, миділимонафактор
симетріı̈ діаґрами, якии̮ у загальному випадку дорівнює числу способів пе-
рестановок компонентів, що не змінюють діаґраму.

Більшості з вас ніколи не доведеться обчислювати діаґрами зфактором
симетріı̈ більшим за 2, тому немає потреби занадто переи̮матися цими те-
хнічними деталями. Проте наведемо кілька прикладів, щоб продемонстру-
вати застосування цих правил:

𝑆 = 2

𝑆 = 2 ⋅ 2 ⋅ 2 = 8

𝑆 = 3!= 6

𝑆 = 3! ⋅2 = 12

При наявності сумнівів ви завжди можете визначити фактор симетріı̈,
підрахувавши еквівалентні згортки, як це робилося вище.

Тепер ми готові підсумувати наші правила для отримання чисельника
виразу (4.31):

⟨0| 𝑇ቄϕூ(𝑥)ϕூ(𝑦)ቂ − 𝑖න𝑑𝑡 𝐻ூ(𝑡)ቃቅ|0⟩ = ቆ сума всіх можливих діаґрам
з двома зовнішніми точкамиቇ ,

де кожна діаґрама побудована з пропаґаторів, вершин і зовнішніх точок.
Правила для зіставлення аналітичних виразів з відповідними частинами
діаґрам називаються правилами Фейнмана. В теоріı̈ ϕସ ці правила такі:
1. Для кожного пропаґатора, = 𝐷ி(𝑥 − 𝑦);

2. Для кожноı̈ вершини, = (−𝑖λ) ∫ 𝑑ସ𝑧;

3. Для кожноı̈ зовнішньоı̈ точки, = 1;
4. Розділити на фактор симетріı̈.
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Один із способів інтерпретаціı̈ цих правилполягає в тому,щоб вважативер-
шиннии̮ фактор (−𝑖λ) амплітудою утворення та/або поглинання часток у
вершині. Інтеґрал∫𝑑ସ𝑧 дає суму за всіма точками, деможевідбуватисяпро-
цес. Це є вираженням квантовомеханічного принципу суперпозиції: якщо
процес може проходити кількома альтернативними шляхами, то слід до-
дати ı̈хні амплітуди. Для обчислення кожноı̈ окремоı̈ амплітуди, згідно з
правиламиФеи̮нмана, треба перемножити амплітуди (пропаґатори та вер-
шинні фактори) для кожноı̈ незалежноı̈ частини процесу.

Оскільки ці правила написані в термінах просторово-часових точок 𝑥, 𝑦
і т. д., ı̈х іноді називають правилами Фейнмана у координатному просторі.
Для більшості обчислень простіше сформулювати ці правила в імпульсно-
му просторі, застосувавши перетворення Фур’є до кожного пропаґатора:

𝐷ி(𝑥 − 𝑦) = න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ

𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε𝑒

ି௜௣⋅(௫ି௬). (4.46)

Зобразимо це на діаґрамі, поставивши у відповідність 4-імпульс 𝑝 кожному
пропаґатору і вказавшинапрямок стрілкою. (Оскільки𝐷ி(𝑥−𝑦) = 𝐷ி(𝑦−𝑥),
то напрямок імпульсу 𝑝 довільнии̮.) Тоді, якщо чотири лініı̈ зустрічаються
у вершині, то 𝑧-залежні множники діаґрами є

⟷ න𝑑ସ𝑧 𝑒ି௜௣భ⋅௭𝑒ି௜௣మ⋅௭𝑒ି௜௣య⋅௭𝑒ା௜௣ర⋅௭ =
= (2π)ସδ(ସ)(𝑝ଵ + 𝑝ଶ + 𝑝ଷ − 𝑝ସ).

(4.47)

Інакше кажучи, імпульс зберігається в кожніи̮ вершині. Дельта-функціı̈ у
вершинах тепер можна використати для взяття деяких інтеґралів по ім-
пульсах у пропаґаторах. Відтак ми маємо правила Фейнмана в імпульсному
просторі:

1. Для кожного пропаґатора, = ௜
௣ଶ ି௠ଶ ା ௜க ;

2. Для кожноı̈ вершини, = −𝑖λ;

3. Для кожноı̈ зовнішньоı̈ точки, = 𝑒ି௜௣⋅௫;
4. Вимагати збереження імпульсу в кожніи̮ вершині;

5. Інтеґрувати по кожному невизначеному імпульсу:න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ ;

6. Розділити на фактор симетріı̈.
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Ми знову можемо інтерпретувати кожен множник, як амплітуду тієı̈ чи ін-
шоı̈ частини процесу, а інтеґрування випливає з принципу суперпозиціı̈.
Експоненціи̮нии̮ множник для зовнішньоı̈ точки є достоту амплітудою то-
го, що частка в ціи̮ точці має задании̮ імпульс, або, залежно від напрямку
стрілки, що частку з певним імпульсом буде виявлено в ціи̮ точці.

Це маи̮же завершує наш розгляд обчислення кореляціи̮них функціи̮,
проте залишається ще кілька нез’ясованих моментів. Насамперед, що ста-
лося з великим відрізком часу τ, що був узятии̮ у вигляді∞(1− 𝑖ε)? У пото-
чному параґрафі ми цілком знехтували ним, починаючи з рівняння (4.43).
Нагоду повернутися до цього питання дає вираз (4.47), де замість простого
інтеґрування по 𝑑ସ𝑧 ми б отримали

lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

த

න
ିத

𝑑𝑧଴න𝑑ଷ𝐳 𝑒ି௜௣భ⋅௭𝑒ି௜௣మ⋅௭𝑒ି௜௣య⋅௭𝑒ା௜௣ర⋅௭.

Експонента розбігається при 𝑧଴ → ∞ або 𝑧଴ → −∞, за винятком випадку,
коли ı̈ı̈ арґумент є суто уявною величиною. Щоб досягти цього, можна взя-
ти кожен компонент 𝑝଴ з малою уявною частиною: 𝑝଴ ∝ (1+ 𝑖ε). Але ж саме
так ми вчинили при визначенні граничних умов Феи̮нмана для обчислен-
ня𝐷ி . Ми інтеґруємо по контуру, якии̮ трохи зсунутии̮ від діи̮сноı̈ осі таким
чином, що 𝑝଴ ∝ (1 + 𝑖ε):

При переході до межі τ → ∞ у попередньому виразі явна залежність від τ,
здавалося б, зникає. Проте розгляньмо діаґраму

(4.48)

Дельта-функція в лівіи̮ вершині має вигляд (2π)ସδ(𝑝ଵ + 𝑝ଶ), тож збереже-
ння імпульсу в правіи̮ вершині автоматично виконується, і ми отримуємо
(2π)ସδ(0). Походження цього незграбного множника легко зрозуміти, по-
вернувшись до координатного простору. Він є просто інтеґралом від кон-
станти по 𝑑ସ𝑤:

න𝑑ସ𝑤 (const) ∝ (2τ) ⋅ (об’єм простору). (4.49)
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це означає, що просторово-часовии̮ процес (4.48) може відбутися у будь-
якому місці простору і в будь-якии̮ момент часу з проміжку [−τ, τ]. Кожна
незв’язна частина діаґрами, тобто така, що не поєднана з зовнішньою то-
чкою, матиме один множник (2π)ସδ(0) = 2τ ⋅ 𝑉.

Внески в кореляціи̮ну функцію від таких діаґрам можна краще зрозу-
міти за допомогою дуже красивоı̈ тотожності, експоненціювання незв’язних
діаґрам. Воно працює наступним чином. Типова діаґрама має вигляд

ቌ ቍ (4.50)

і складається з частини, що зв’язана з 𝑥 і 𝑦, а також кількох незв’язних ча-
стин. (Оскільки кожна вершина має парне число вхідних лініи̮, то точки 𝑥
та 𝑦 мають бути поєднані між собою.) Позначимо різні можливі незв’язні
частини, як 𝑉௜ .

𝑉௜ ∈ ൝ ൡ (4.51)

Елементи 𝑉௜ внутрішньо поєднані, але відокремлені від зовнішніх точок.
Припустимо, що діаґрама на зразок (4.50) має 𝑛௜ частин вигляду 𝑉௜ для ко-
жного 𝑖, крім тієı̈ частини, що поєднує 𝑥 та 𝑦. (У будь-якіи̮ діаґрамі лише
скінченна кількість 𝑛௜ відрізнятиметься від нуля.) Якщо ми через 𝑉௜ позна-
чимо також внесок частини 𝑉௜ , то внесок цілоı̈ діаґрами є

ቆ внесок
зв’язноı̈ частиниቇ ×ෑ

௜

1
𝑛௜!

(𝑉௜)௡೔ .

Множник 1/𝑛௜! є фактором симетріı̈, що походить від перестановок 𝑛௜ копіи̮
𝑉௜ . А сума всіх діаґрам, які представляють чисельник нашоı̈ формули для
двоточковоı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈, є

෍
всі можливі

зв’язні частини

෍
всі {௡೔}

ቆ внесок
зв’язноı̈ частиниቇ × ቌෑ

௜

1
𝑛௜!

(𝑉௜)௡೔ቍ ,

де „всі {𝑛௜}“ означає „всі упорядковані набори {𝑛ଵ, 𝑛ଶ, 𝑛ଷ, …} невід’ємних ці-
лих чисел“. Сума зв’язних частин виноситься за дужки і дає

= ൬෍ зв’язні൰ × ෍
всі {௡೔}

ቌෑ
௜

1
𝑛௜!

(𝑉௜)௡೔ቍ ,
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де (∑ зв’язні) є скороченимпозначенням для суми внесків усіх зв’язних ча-
стин. Неважко переконатися, що решту цього виразу можна розкласти на
множники (спробуи̮те проробити у зворотному порядку):

= ൬෍ зв’язні൰ × ቌ෍
௡భ

1
𝑛ଵ!

𝑉௡భ
ଵ ቍቌ෍

௡మ

1
𝑛ଶ!

𝑉௡మ
ଶ ቍቌ෍

௡య

1
𝑛ଷ!

𝑉௡య
ଷ ቍ⋯ =

= ൬෍ зв’язні൰ ×ෑ
௜
ቌ෍

௡భ

1
𝑛ଵ!

𝑉௡భ
ଵ ቍ =

= ൬෍ зв’язні൰ ×ෑ
௜

exp(𝑉௜) =

= ൬෍ зв’язні൰ × expቌ෍
௜

𝑉௜ቍ . (4.52)

Щои̮но ми показали, що сума всіх діаґрам дорівнює сумі всіх зв’язних діа-
ґрам, помноженіи̮ на експоненту від суми всіх незв’язних діаґрам. (Ми мали
б говорити „частини“ замість „діаґрами“ праворуч від знаку рівності, проте
надалі часто називатимемо окрему частину теж діаґрамою.) Ґрафічно то-
тожність має вигляд

lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

⟨0| 𝑇ቄϕூ(𝑥)ϕூ(𝑦) exp ቂ − 𝑖
த

න
ିத

𝑑𝑡 𝐻ூ(𝑡)ቃቅ|0⟩ =

= ቆ + + +⋯ቇ×

× expቈ + + +⋯቉ .

(4.53)

Тепер розглянемо знаменник формули (4.31) для двоточковоı̈ функціı̈.
Вдавшись до тих самих арґументів, що и̮ вище, отримаємо

⟨0|𝑇ቄ exp ቂ − 𝑖
த

න
ିத

𝑑𝑡 𝐻ூ(𝑡)ቃቅ|0⟩ = expቈ + + +⋯቉ .

Ця експонента скорочується з експонентою від незв’язних діаґрам у чи-
сельнику. Остаточно спрощена формула набуває вигляду

⟨Ω| 𝑇൛ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)ൟ|Ω⟩ = ቆ сума всіх зв’язних діаґрам
з двома зовнішніми точкамиቇ =

= + + +⋯
(4.54)
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Ми прои̮шли досить довгии̮ шлях від початкового виразу (4.31).
Позбувшись незв’язних діаґрам у формулі для кореляціи̮ноı̈ функціı̈, ми

можемо на хвилю зробити паузу, щоб озирнутися назад і дати цим діаґра-
мамфізичну інтерпретацію. Погляньмо знову наформулу (4.30), якуможна
переписати, як

lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

⟨0| 𝑇ቄϕூ(𝑥)ϕூ(𝑦) exp ቂ − 𝑖
த

න
ିத

𝑑𝑡 𝐻ூ(𝑡)ቃቅ|0⟩ =

= ⟨Ω| 𝑇൛ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)ൟ|Ω⟩ ⋅ lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

൫|⟨0|0⟩|ଶ𝑒ି௜ாబ(ଶத)൯.

Розглядаючи з обох сторін рівності лише залежні від τ частини, маємо

exp ቂ෍
௜

𝑉௜ቃ ∝ exp ቂ − 𝑖𝐸଴(2τ)ቃ (4.55)

Оскільки кожна незв’язна діаґрама містить множник (2π)ସδ(0) = 2τ ⋅
(об’єм), це дає нам формулу для питомоı̈ енерґіı̈ вакууму (відносно нульо-
вого значення енерґіı̈, визначеного умовою𝐻଴|0⟩ = 0):

𝐸଴
(об’єм) = 𝑖ቈ + + +⋯቉ /ൣ(2π)ସδ(0)൧ . (4.56)

Маємо відзначити, що права частина рівності не залежить від τ і об’єму;
зокрема, ми доходимо обнадіи̮ливого висновку, що 𝐸଴ пропорціи̮на об’єму
простору. У Розділі 11 (Том II) ми виявимо, що ця формула справді корисна.

Це завершує наш аналіз двоточковоı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈. Узагальнен-
ня на вищі кореляціи̮ні функціı̈ очевидне:

⟨Ω| 𝑇൛ϕ(𝑥ଵ)⋯ϕ(𝑥௡)ൟ|Ω⟩ = ቆсума всіх зв’язних діаґрамз 𝑛 зовнішніми точками ቇ . (4.57)

Незв’язні діаґрами експоненціюються, факторизуються і скорочуються за
схожою процедурою. Проте наразі можлива плутанина в термінолоґіı̈. Під
„незв’язними“ ми розуміємо діаґрами, відокремлені від усіх зовнішніх то-
чок—точно ті ж самі діаґрами, що і в (4.51). (Вони іноді називаються „ва-
куумними бульбашками“ або „переходами вакуум-вакуум“.) У вищих коре-
ляціи̮них функціях діаґрамиможуть бути незв’язними також і в іншому ро-
зумінні. Розглянемо, до прикладу, чотириточкову функцію

⟨Ω| 𝑇ϕଵϕଶϕଷϕସ|Ω⟩ = + + + + + ⋯

+ + + + ⋯
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+ + ⋯ + + ⋯ (4.58)

У багатьох цих діаґрамах зовнішні точки не поєднані з усіма іншими. Такі
діаґрами не експоненціюються і не факторизуються; вони дають внесок до
амплітуди так само, як цілком зв’язні діаґрами (у яких від кожноı̈ точки мо-
жна діи̮ти до будь-якоı̈ іншоı̈ уздовж лініи̮).

Зауважимо, що в теоріı̈ ϕସ всі кореляціи̮ні функціı̈ від непарного числа
полів дають нуль, а отже, неможливо накреслити припустиму діаґраму з
непарною кількістю зовнішніх точок. У цьому можна переконатися звер-
нувшись до теореми Віка: гамільтоніан взаємодіı̈ 𝐻ூ містить парне число
полів, тому всі члени пертурбативного ряду непарноı̈ кореляціи̮ноı̈ фун-
кціı̈ матимуть непарне число полів. Проте неможливо повністю згорнути
непарне число полів у пари— а ненульове вакуумне середнє дають лише
повністю згорнуті члени.

§4.5. Переріз розсіяння і S-матриця

Тепер ми маємо надзвичаи̮но красиву формулу (4.57) для обчислення ви-
нятково абстрактноı̈ величини— 𝑛-точковоı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈. Нашою
наступноюзадачеює знаходженняврівніи̮мірі красивого способуобчисле-
ння величин, які піддаються безпосередньому вимірюванню: це перерізи
розсіяння та ширини розпаду. У цьому параґрафі, після короткого огляду
цих величин, ми зіставимо ı̈х (не вдаючись у заи̮ві формальності, але на до-
статньому рівні строгості) з примітивнішою величиною— S-матрицею. А
в наступному параґрафі навчимося обчислювати елементи S-матриці з ви-
користанням феи̮нманових діаґрам.

Переріз розсіяння

Експерименти, що вивчають поведінку елементарних часток, особливо в
релятивістському режимі, є експериментами з розсіяння. У дослідах зі-
штовхують два пучки часток з чітко визначеними імпульсами і спостеріга-
ють за результатом. Імовірність отримання будь-якого окремого кінцевого
стану можна виразити через переріз розсіяння—величину, яка є власною
характеристикою зіштовхнутих часток, а отже, дозволяє порівняти два рі-
зні експерименти з пучками різних розмірів та інтенсивностеи̮.

Переріз розсіяння визначається наступним чином. Розглянемо мішень
у спокоı̈, що складається з часток типу 𝒜 з густиною ρ𝒜 (число часток на
одиницю об’єму). Спрямуємо на цю мішень пучок часток ℬ з густиною ρℬ і
швидкістю 𝑣.
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Нехаи̮ ℓ𝒜 і ℓℬ —довжини пучків часток. Тоді ми сподіваємося, що повне чи-
сло подіи̮ розсіяння (або подіи̮ розсіяння будь-якого вказаного типу) має
бути пропорціи̮ним ρ𝒜 , ρℬ , ℓ𝒜 , ℓℬ і площі 𝐴 перетину обох пучків. Переріз
розсіяння, позначении̮ як σ, дорівнює загальному числу подіи̮ (того або ін-
шого типу), розділеному на добуток усіх цих величин:

σ ≡ Число подіи̮ розсіяння
ρ𝒜ρℬℓ𝒜ℓℬ𝐴

(4.59)

Це визначення є симетричним відносно𝒜 і ℬ, тому ми могли б розглядати
часткиℬ у стані спокою, або взагалі працювати в довільніи̮ системі відліку.

Переріз розсіяннямає розмірність площі. Насправді це є ефективнапло-
ща ділянки одного пучка, потрапляючи до якоı̈, частки іншого пучка зазна-
ють розсіяння у вказании̮ кінцевии̮ стан.

В реальних пучках ρ𝒜 і ρℬ не є константами; густина часток у центрі пу-
чка зазвичаи̮ більша, ніж скраю. Проте ми будемо припускати, що як радіус
взаємодіı̈ часток, так і ширина окремих хвильових пакетів часток малі по-
рівняно з діаметром пучка. Тож у подальшому вважатимемо ρ𝒜 і ρℬ стали-
ми, хоча не будемо забувати про те, що для обчислення и̮мовірності подіи̮
у реальному прискорювачі треба проінтеґрувати по площі пучка:

Число подіи̮ = σℓ𝒜ℓℬන𝑑ଶ𝐱 ρ𝒜(𝑥)ρℬ(𝑥). (4.60)

Якщо ρ𝒜 і ρℬ незмінні, або якщо ми застосовуємо цю формулу для обчисле-
ння ефективноı̈ площі 𝐴 пучків, то ми маємо просто

Число подіи̮ = σ𝑁𝒜𝑁ℬ
𝐴 , (4.61)

де𝑁𝒜 і 𝑁ℬ є загальною кількістю часток𝒜 і ℬ.
Перерізи багатьох різних процесів можуть бути отримані з одного екс-

перименту розсіяння. Наприклад, у зіткненнях eାeି можна виміряти пере-
різи утворення µାµି, τାτି, µାµିγ, µାµିγγ і т. д., а також незчисленних про-
цесів народження адронів, не кажучи вже про звичаи̮не eାeି розсіяння. Як
правило, ми хочемо знатине тільки те, які частки присутні в кінцевому ста-
ні, а и̮ ı̈хні імпульси. У цьому разі наше визначення (4.59) для перерізу σще
справедливе, проте при встановленні точних значень імпульсів σ перетво-
рюється на нескінченно малу величину. Вихід у тому, щоб визначити ди-
ференційний переріз розсіяння 𝑑σ/(𝑑ଷ𝐩ଵ⋯𝑑ଷ𝐩௡). Це величина, яка при ін-
теґруванні по довільному малому об’єму 𝑑ଷ𝐩ଵ⋯𝑑ଷ𝐩௡ дає переріз розсіяння
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в цеи̮ об’єм імпульсів кінцевого стану. Значення цих імпульсів не є незале-
жними; чотири компонента завжди будуть пов’язані умовою збереження
4-імпульсу. У наи̮простішому випадку, коли коли в кінцевому стані прису-
тні тільки дві частки, ця умова залишає тільки два незалежні компоненти
імпульсу, за які звичаи̮но обирають кути θ та ϕ імпульсу однієı̈ з часток.
Інтеґрування 𝑑σ/(𝑑ଷ𝐩ଵ𝑑ଷ𝐩ଶ) по чотирьох обмежених законом збереження
компонентах імпульсу дає звичаи̮нии̮ диференціи̮нии̮ переріз 𝑑σ/𝑑Σ.

Простішою вимірюваною величиною є ширина розпаду Γ нестабільноı̈
частки𝒜 (початково нерухомоı̈) у певнии̮ кінцевии̮ стан (з двох або більше
часток). Ця величина визначається, як

Γ ≡ Число розпадів за одиницю часу
Число наявних часток типу𝒜 . (4.62)

Тоді час життя τ є оберненим до суми ı̈ı̈ ширини розпаду в усі можливі кін-
цеві стани. (Час напіврозпаду частки є τ ⋅ log 2.)

У нерелятивістськіи̮ квантовіи̮ механіці нестабільнии̮ атомнии̮ стан ви-
являє себе в експериментах з розсіяння як резонанс. Поблизу резонансноı̈
енерґіı̈ 𝐸଴ амплітуда розсіяння дається формулою Бреи̮та–Віґнера:

𝑓(𝐸) ∝ 1
𝐸 − 𝐸଴ + 𝑖Γ/2. (4.63)

А отже, переріз розсіяння має пік вигляду

σ ∝ 1
(𝐸 − 𝐸଴)ଶ + Γଶ/4.

Ширина піку резонансу дорівнює ширині розпаду нестабільного стану
(звідси, власне, и̮ виникла назва для Γ).

Формула Бреи̮та–Віґнера (4.63) справедлива також і в релятивістськіи̮
квантовіи̮ механіці. Зокрема, вона дає амплітуду розсіяння для процесів, у
яких нестабільні частки утворюють комбіновану частку, що потім розпа-
дається. Нестабільна частка, інтерпретована як збурении̮ стан вакууму, є
прямим аналоґомнестабільного нерелятивістського атомного стану. Якщо
задати 4-імпульс нестабільноı̈ частки 𝑝 масою𝑚, ми можемо отримати ре-
лятивістськи-інваріантне узагальнення виразу (4.63):

1
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖𝑚Γ ≈ 1

2𝐸𝐩ൣ𝑝଴ − 𝐸𝐩 + 𝑖(𝑚/𝐸𝐩)Γ/2൧
. (4.64)

Швидкість розпаду нестабільноı̈ частки у довільніи̮ системі відліку є
(𝑚/𝐸𝐩)Γ, що узгоджується з релятивістським подовженням часу. Хоча оби-
два вирази у (4.64) однакові поблизу резонансу, ліва частина рівняння, яка
є явно лоренц-інваріантною, значно зручніша.
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S-матриця

Як нам тепер обчислити переріз розсіяння? Ми маємо утворити хвильо-
ві пакети, що представляють частки у початковому стані, подіяти на цеи̮
початковии̮ стан упродовж тривалого часу оператором еволюціı̈ exp(−𝑖𝐻𝑡)
для теоріı̈ поля із взаємодією, а потім накласти отримании̮ у підсумку кін-
цевии̮ стан на хвильові пакети, що описують очікувании̮ набір розбіжних
часток у кінцевому стані. Це дає амплітуду утворення такого кінцевого ста-
ну, яка має просте співвідношення з перерізом розсіяння. Ми виявимо, що
в межі, коли хвильові пакети дуже вузькі в імпульсному просторі, амплі-
туда залежить лише від імпульсу хвильових пакетів, а не від ı̈х конкретноı̈
форми.17

Хвильовии̮ пакет, що представляє певнии̮ очікувании̮ стан |ϕ⟩, можна
записати, як

|ϕ⟩ = න 𝑑ସ𝑘
(2π)ସ

1
ඥ2𝐸𝐤

ϕ(𝐤)|𝐤⟩, (4.65)

де ϕ(𝐤) є перетворенням Фур’є просторовоı̈ хвильовоı̈ функціı̈, а |𝐤⟩—
одночастковим станом з імпульсом 𝑘 в теоріı̈ із взаємодією. У вільніи̮ те-
оріı̈ ми мали б |𝐤⟩ = ඥ2𝐸𝐤 aற𝐤. Множник ඥ2𝐸𝐤 змінює наше релятивістське
нормування |𝐤⟩ на звичаи̮не, у якому сума всіх імовірностеи̮ дає 1:

⟨ϕ|ϕ⟩ = 1, якщо න 𝑑ସ𝑘
(2π)ସ |ϕ(𝐤)|

ଶ = 1. (4.66)

Імовірність, яку ми хочемо обчислити,

𝒫 = ห⟨ϕଵϕଶ⋯︸ ︷︷ ︸
маи̮бутнє

| ϕ𝒜ϕℬ︸ ︷︷ ︸
минуле

⟩หଶ, (4.67)

де |ϕ𝒜ϕℬ⟩ є станом двох хвильових пакетів, утворених у далекому минуло-
му, а ⟨ϕଵϕଶ⋯|—станом кількох хвильових пакетів (по одному для кожноı̈
кінцевоı̈ частки) у далекому маи̮бутньому. Хвильові пакети локалізовані у
просторі, тому кожен з них може бути утворении̮ незалежно від інших. Такі
станиназиваються in- і out-станами. Зауважимо,щомипрацюємо в картині
Гаи̮зенберґа— стани не залежать від часу, проте назви, які ми ı̈м даємо, об-
умовлені власними значеннями (або середніми значеннями) залежних від
часу операторів. Таким чином, стани з різними назвами, утворені в різнии̮
час, мають нетривіальнии̮ перетин (взаємну проекцію), що визначається
часовою залежністю операторів.
17Більша частина цього параґрафу базована на викладі нерелятивістськоı̈ теоріı̈ розсіян-
ня, наведеного в книзі Теи̮лора [56], у Розділах 2, 3 і 17. Ми зосереджуємося на додаткових
ускладненнях у релятивістськіи̮ теоріı̈, оминаючи увагою багато спільних для обох випад-
ків моментів, які детально розглянуті Теи̮лором.
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Рис. 4.2. Початкові хвильові пакети однорідно розподілені за прицільним
параметром 𝐛.

Якщо ми приготуємо |ϕ𝒜ϕℬ⟩ у віддаленому минулому, а потім переи̮де-
мо до межі, у якіи̮ хвильові пакети ϕ௜(𝐤௜) будуть зосереджені поблизу вка-
заних імпульсів 𝐩௜ , то це визначить in-стан |𝐩𝒜𝐩ℬ⟩in із вказаними початко-
вими імпульсами. Зручно розглядати |ϕ𝒜ϕℬ⟩, як лініи̮ну суперпозицію та-
ких станів. Проте важливо врахувати поперечнии̮ зсув хвильового пакета
ϕℬ відносно ϕ𝒜 в координатному просторі (Рис. 4.2). Хоча це можна неяв-
но врахувати у вигляді пакета ϕℬ(𝐤ℬ), ми натомість домовимося, що наші
базові хвильові функціı̈ в імпульсному просторі є колінеарними (тобто ма-
ють прицільнии̮ параметр 𝐛 = 0), і запишемо ϕℬ(𝐤ℬ) з явним множником
exp(−𝑖𝐛 ⋅ 𝐤ℬ), якии̮ враховує просторову трансляцію. А оскільки хвильові
пакети ϕ𝒜 і ϕℬ утворені незалежно в різних ділянках простору, то ми мо-
жемо записати початковии̮ стан, як

|ϕ𝒜ϕℬ⟩in = න 𝑑ଷ𝐤𝒜
(2π)ଷ න 𝑑ଷ𝐤ℬ

(2π)ଷ
ϕ𝒜(𝐤𝒜)ϕℬ(𝐤ℬ)𝑒ି௜𝐛⋅𝐤ℬ

ඥ(2𝐸𝒜)(2𝐸ℬ)
|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩in. (4.68)

Ми могли б розкласти ⟨ϕଵϕଶ⋯| за так само визначеними out-станами із
вказаними імпульсами в асимптотичному маи̮бутньому:18

out⟨ϕଵϕଶ⋯| = ቆෑ
௙
න

𝑑ଷ𝐩௙
(2π)ଷ

ϕ௙(𝐩௙)
ඥ2𝐸௙

ቇ out⟨𝐩ଵ𝐩ଶ⋯|.

Проте набагато простіше використати out-стани із вказаними імпульсами,
як кінцеві стани в амплітуді и̮мовірності (4.67) і помножити ı̈х на різні нор-
мовочні множники після піднесення амплітуди до квадрату. Це фізично об-
ґрунтовано доти, доки детектори часток кінцевого стану здебільшого ви-
18Тут і нижче знак добутку застосовується (символічно) до інтеґрала так само, як і до ре-
шти множників у дужках; інтеґрали також застосовуються до множників поза дужками.
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мірюють імпульс— тобто визначають координати з точністю не більше
деброи̮левоı̈ довжини хвилі.

Тепер ми можемо зіставити и̮мовірність розсіяння в реальному експе-
рименті з набором ідеалізованих амплітуд переходу між асимптотично ви-
значеними in- і out-станами із вказаними імпульсами:

out⟨𝐩ଵ𝐩ଶ⋯|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩in. (4.69)

Щоб обчислити перетин in- і out-станів, зазначимо, що домовленості для
визначення двох наборів станів пов’язані трансляцією в часі:

out⟨𝐩ଵ𝐩ଶ⋯|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩in = lim
த→ஶ

⟨𝐩ଵ𝐩ଶ⋯︸ ︷︷ ︸
த

| 𝐤𝒜𝐤ℬ︸ ︷︷ ︸
ିத

⟩ =

= lim
த→ஶ

⟨𝐩ଵ𝐩ଶ⋯|𝑒ି௜ு(ଶத)|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩.
(4.70)

В останньомурядку станивизначені в будь-якии̮ спільнии̮ для обохмомент
часу. Отже, in- і out-стани пов’язані межею послідовності унітарних опера-
торів. Цеи̮ граничнии̮ унітарнии̮ оператор називається S-матрицею:

out⟨𝐩ଵ𝐩ଶ⋯|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩in ≡ ⟨𝐩ଵ𝐩ଶ⋯| S |𝐤𝒜𝐤ℬ⟩. (4.71)

S-матриця має наступну структуру. Якщо частки взагалі не взаємодіють,
то S є просто одиничним оператором. Навіть у теоріı̈ із взаємодією частки
мають деяку и̮мовірність пропустити одна одну. Для виокремлення нетри-
віальноı̈ частини S-матриці, тобто такоı̈, що зумовлена взаємодією, визна-
чимо T -матрицю таким чином:

S = 𝟏 + 𝑖T . (4.72)

Далі зазначимо, що елементи Sмають відображати збереження 4-імпульсу.
Отже, S або T завжди містять множник δ(ସ)(𝑘𝒜+𝑘ℬ−∑𝑝௙). Виокремлюючи
и̮ого, ми визначаємо інваріантний матричний елементℳ:

⟨𝐩ଵ𝐩ଶ⋯| 𝑖T |𝐤𝒜𝐤ℬ⟩ = (2π)ସδ(ସ)൫𝑘𝒜 + 𝑘ℬ −෍𝑝௙൯ ⋅ 𝑖ℳ(𝑘𝒜 , 𝑘ℬ → 𝑝௙). (4.73)

Ми записали цеи̮ вираз через 4-імпульси 𝑝 і 𝑘, але, певна річ, усі 4-імпульси
перебувають на масовіи̮ поверхні: 𝑝଴ = 𝐸𝐩, 𝑘଴ = 𝐸𝐤. (Зауважимо, що наш
розгляд стосується випадку, коли в початковому стані є лише дві частки.
Для процесів 3→ багато або багато→ багатоможна побудувати схожі схе-
ми, проте в цьому курсі ми не торкатимемося таких складних експеримен-
тів.)

Матричнии̮ елемент ℳ аналоґічнии̮ амплітуді розсіяння 𝑓 в одночас-
тковіи̮ квантовіи̮ механіці. Він кориснии̮, оскількидозволяє відокремититу
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фізику, що обумовлена конкретною формою гамільтоніана взаємодіı̈ („ди-
наміку“), від непов’язаноı̈ з особливостями взаємодіı̈ фізичноı̈ картини („кі-
нематики“). У наступному параґрафі ми обговоримо, як обчислити матри-
чнии̮ елемент ℳ, скориставшись феи̮нмановими діаґрамами. Та передов-
сім треба зрозуміти, як отримати переріз розсіяння σ, маючиℳ.

Для цього виведемо через ℳ імовірність переходу початкового стану
|ϕ𝒜ϕℬ⟩ у кінцевии̮ стан з 𝑛 часток, чиı̈ імпульси знаходяться вмаліи̮ ділянці
𝑑ଷ𝐩ଵ⋯𝑑ଷ𝐩௡. У нашому нормуванні ця и̮мовірність

𝒫(𝒜ℬ → 1, 2, … , 𝑛) = ቆෑ
௙

𝑑ଷ𝐩௙
(2π)ଷ

1
2𝐸௙

ቇ |⟨𝐩ଵ⋯𝐩௡|ϕ𝒜ϕℬ⟩|ଶ. (4.74)

Для одиночноı̈ частки-мішені𝒜, на яку налітають багато часток ℬ з різни-
ми прицільними параметрами 𝐛, число подіи̮ розсіяння дається виразом

𝑁 = ෍
всі падаючі
частки ௜

𝒫௜ = න𝑑ଶ𝐛𝑛ℬ𝒫(𝐛),

де 𝑛ℬ є густиною часток ℬ (ı̈хньою кількістю на одиницю площі). Оскільки
ми припускаємо, що ця густина незмінна по всьому радіусу взаємодіı̈, то 𝑛ℬ
можна винести за межі інтеґрала. Тоді переріз розсіяння

σ = 𝑁
𝑛ℬ𝑁𝒜

= 𝑁
𝑛ℬ ⋅ 1

= න𝑑ଶ𝐛𝒫(𝐛). (4.75)

Отримання простого виразу для σ через ℳ наразі стає справою пря-
мих обчислення. Поєднавши (4.75), (4.74), (4.68) і записавши 𝑑σ замість σ
(оскільки це є інфінітезимальна величина), маємо

𝑑σ = ቆෑ
௙

𝑑ଷ𝐩௙
(2π)ଷ

1
2𝐸௙

ቇ×

×න𝑑ଶ𝐛ቆ ෑ
௜ୀ𝒜,ℬ

න 𝑑ଷ𝐤௜
(2π)ଷ

ϕ(𝐤௜)
ඥ2𝐸௜

න 𝑑ଷ𝐤̄௜
(2π)ଷ

ϕ(𝐤̄௜)
ඥ2𝐸̄௜

ቇ×

× 𝑒௜𝐛⋅(𝐤̄ℬି𝐤ℬ)ቀout⟨{𝐩௙}|{𝐤௜}⟩inቁቀout⟨{𝐩௙}|{𝐤̄௜}⟩inቁ
∗
,

(4.76)

демивикористали 𝐤̄𝒜 і 𝐤̄ℬ як допоміжні змінні інтеґрування у другіи̮ части-
ні піднесеноı̈ до квадрату амплітуди. Інтеґрал по 𝑑ଶ𝐛 зводиться до множе-
ння на (2π)ଶδ(ଶ)(𝐤ୄℬ−𝐤̄ୄℬ). Ми матимемо більше дельта-функціи̮, записавши
останні два множники у (4.76) черезℳ. Оскільки нас не цікавить тривіаль-
нии̮ випадок розсіяння вперед, коли ніякоı̈ взаємодіı̈ не відбувається, ми
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можемо відкинути 𝟏 у (4.72) і записати ці множники як

ቀout⟨{𝐩௙}|{𝐤௜}⟩inቁ = 𝑖ℳ൫{𝑘௜} → {𝑝௙}൯ ⋅ (2π)ସδ(ସ)൫෍𝑘௜ −෍𝑝௙൯;

ቀout⟨{𝐩௙}|{𝐤̄௜}⟩inቁ
∗
= −𝑖ℳ∗൫{𝑘̄௜} → {𝑝௙}൯ ⋅ (2π)ସδ(ସ)൫෍𝑘̄௜ −෍𝑝௙൯

Другу з цих дельта-функціи̮ можна використати разом з δ(ଶ)(𝐤ୄℬ − 𝐤̄ୄℬ) для
проведення всіх шести інтеґрування по 𝐤̄ в (4.76). З цих шести інтеґралів
лише два— по 𝑘̄௭𝒜 і 𝑘̄௭ℬ —вимагають певних зусиль:

න𝑑𝑘̄௭𝒜 𝑑𝑘̄௭ℬ δ൫𝑘̄௭𝒜 + 𝑘̄௭ℬ −෍𝑝௭௙൯δ൫𝐸̄𝒜 + 𝐸̄ℬ −෍𝐸௙൯ =

= න𝑑𝑘̄௭𝒜δቀට𝑘̄𝒜ଶ +𝑚ଶ
𝒜 +ට𝑘̄ଶℬ +𝑚ଶ

ℬ −෍𝐸௙ቁቤ
௞̄೥ℬୀ∑௣೑ି௞̄೥𝒜

=

= 1

ቤ 𝑘̄
௭
𝒜

𝐸̄𝒜
− 𝑘̄௭ℬ
𝐸̄ℬ

ቤ
≡ 1
|𝑣𝒜 − 𝑣ℬ|

.

(4.77)

В останньому рядку на 𝑘̄ та 𝐸̄ накладено умови: 𝑘̄௭𝒜 + 𝑘̄௭ℬ = ∑𝑝௙ і 𝐸̄𝒜 + 𝐸̄ℬ =
∑𝐸௙ (надодатокдоумов 𝑘̄ୄ𝒜 = 𝑘ୄ𝒜 і 𝑘̄ୄℬ = 𝑘ୄℬ , щовиникаютьв іншихчотирьох
інтеґралах). Різниця |𝑣𝒜−𝑣ℬ| є відносноюшвидкістюпучків улабораторніи̮
системі відліку.

Нагадаємо, що початкові хвильові пакети локалізовані в імпульсному
просторі поблизу 𝐩𝒜 і 𝐩ℬ . Це означає, що ми можемо обчислити всі мно-
жники, які є гладкими функціями від 𝐤𝒜 і 𝐤ℬ, у точках 𝐩𝒜 та 𝐩ℬ і винести ı̈х
за межі інтеґралів. Ці множники включають 𝐸𝒜 , 𝐸ℬ , |𝑣𝒜 − 𝑣ℬ| іℳ—усе, за
винятком залишеноı̈ під інтеґралом дельта-функціı̈. Проробивши це, отри-
маємо вираз

𝑑σ = ቆෑ
௙

𝑑ଷ𝐩௙
(2π)ଷ

1
2𝐸௙

ቇ ห
ℳ൫𝑝𝒜 , 𝑝ℬ → {𝑝௙}൯ห

ଶ

2𝐸𝒜 ⋅ 2𝐸ℬ |𝑣𝒜 − 𝑣ℬ|
න 𝑑ଷ𝐤𝒜
(2π)ଷ න 𝑑ଷ𝐤ℬ

(2π)ଷ ×

× หϕ𝒜(𝐤𝒜)ห
ଶหϕℬ(𝐤ℬ)ห

ଶ(2π)ସδ(ସ)൫𝑘𝒜 + 𝑘ℬ −෍𝑝௙൯.
(4.78)

Для подальшого спрощення цієı̈ формули маємо трохи більше дізнатися
про властивості реальних детекторів часток. Як ми вже відзначали, реаль-
ні детектори зорієнтовані передовсім на власні стани імпульсу. Проте ці
детектори мають обмежену роздільну здатність, і зазвичаи̮ вимірювання
імпульсів кінцевих станів не є настільки точним, щоб розрізнити малі від-
хилення, що спричинені розбіжністю імпульсів початкових хвильових па-
кетівϕ𝒜 ,ϕℬ . У цьому випадкуможна з прии̮нятнимнаближенням замінити
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вектор імпульсу 𝑘𝒜+𝑘ℬ в дельта-функціı̈ и̮ого наи̮імовірнішою величиною
𝑝𝒜+𝑝ℬ . З таким наближенням ми можемо взяти інтеґрали по 𝑘𝒜 і 𝑘ℬ , вико-
риставши умову нормування (4.66). Це дає остаточну форму співвідноше-
ння між елементами S-матриці та перерізом розсіяння:

𝑑σ = 1
2𝐸𝒜 ⋅ 2𝐸ℬ |𝑣𝒜 − 𝑣ℬ|

ቆෑ
௙

𝑑ଷ𝐩௙
(2π)ଷ

1
2𝐸௙

ቇ×

× หℳ൫𝑝𝒜 , 𝑝ℬ → {𝑝௙}൯ห
ଶ (2π)ସδ(ସ)൫𝑘𝒜 + 𝑘ℬ −෍𝑝௙൯.

(4.79)

Отримании̮ вираз не залежить від форми хвильових пакетів.
Інтеґрал по імпульсах кінцевих станів у (4.79) має структуру:

න𝑑Π௡ = ቆෑ
௙

𝑑ଷ𝐩௙
(2π)ଷ

1
2𝐸௙

ቇ (2π)ସδ(ସ)൫𝑃 −෍𝑝௙൯, (4.80)

з повним початковим 4-імпульсом 𝑃. Цеи̮ інтеґрал є явно лоренц-інваріан-
тним, бо складається з інваріантних інтеґралів по 3-імпульсах, пов’язаних
однією дельта-функцією від 4-імпульсів. Цеи̮ інтеґрал відомии̮ як реляти-
вістськи-інваріантний 𝑛-частковий фазовий об’єм. Серед інших складових
у (4.79) матричнии̮ елементℳ також є лоренц-інваріантним. Отже, транс-
формаціи̮ні властивості (4.79) цілком визначаються множником

1
𝐸𝒜𝐸ℬ|𝑣𝒜 − 𝑣ℬ| =

1
|𝐸ℬ𝑝௭𝒜 − 𝐸𝒜𝑝௭ℬ|

= 1
|εஜ௫௬஝𝑝ஜ𝒜𝑝஝ℬ|

.

Цеи̮ вираз не є лоренц-інваріантним, проте він інваріантнии̮ відносно бу-
стів у напрямку осі 𝑧 і має всі властивості перетворення площі перерізу.

В окремому випадку двох часток у кінцевому стані можна спростити за-
гальну формулу (4.79), обчисливши частину інтеґралів по фазовому об’єму
в системіЦМ.Позначимо імпульсидвох кінцевих часток, як𝑝ଵ і𝑝ଶ. Спочатку
проінтеґруємо по всіх компонентах 𝐩ଶ три дельта-функціı̈, які вимагають
збереження 3-імпульсу. В результаті маємо 𝐩ଶ = −𝐩ଵ, а відтак інтеґрал по
двочастковому фазовому простору перетворюється на

න𝑑Πଶ = න 𝑑𝑝ଵ 𝑝ଶଵ 𝑑Ω
(2π)ଷ 2𝐸ଵ ⋅ 2𝐸ଶ

(2π)δ(𝐸цм − 𝐸ଵ − 𝐸ଶ), (4.81)

де 𝐸ଵ = ඥ𝑝ଶଵ +𝑚ଶ
ଵ, 𝐸ଶ = ඥ𝑝ଶଵ +𝑚ଶ

ଶ, а 𝐸цм є повна початкова енерґія. Інтеґру-
вання останньоı̈ дельта-функціı̈ дає

න𝑑Πଶ = න𝑑Ω 𝑝ଶଵ
16πଶ𝐸ଵ𝐸ଶ

൬𝑝ଵ𝐸ଵ
+ 𝑝ଵ
𝐸ଶ
൰
ିଵ

=

= න𝑑Ω 1
16πଶ

|𝐩ଵ|
𝐸цм

.
(4.82)
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Для реакціи̮, симетричних відносно осі зіткнення, двочастковии̮ фазовии̮
об’єм можна записати як інтеґрал по полярному куту в системі ЦМ:

න𝑑Πଶ = න𝑑(cos θ) 1
16πଶ

2|𝐩ଵ|
𝐸цм

. (4.83)

Останніи̮ множник прагне до 1 при великих енерґіях.
Застосувавши це спрощення до (4.79), ми знаходимо наступнии̮ вигляд

перерізу розсіяння для двох часток у кінцевому стані:

ቆ𝑑σ𝑑Ωቇцм
= 1
2𝐸𝒜 ⋅ 2𝐸ℬ |𝑣𝒜 − 𝑣ℬ|

×

× |𝐩ଵ|
(2π)ଶ ⋅ 4𝐸цм

หℳ(𝑝𝒜 , 𝑝ℬ → 𝑝ଵ, 𝑝ଶ)ห
ଶ.

(4.84)

В окремому випадку, коли всі чотири частки мають однакові маси (вклю-
чно з межею 𝑚 → 0), останніи̮ вираз зводиться до формули, наведеноı̈ в
Розділі 1:

ቆ𝑑σ𝑑Ωቇцм
= หℳหଶ

64πଶ𝐸ଶ
цм

всі чотири маси однакові. (4.85)

На завершенняцього параґрафу виведемоформулу для диференціи̮ноı̈ ши-
рини розпаду 𝑑Γ черезℳ. Правильнии̮ вираз є лише незначною видозмі-
ною (4.79), і и̮ого досить легко вгадати— треба просто прибрати з (4.79)
множники, які втрачають сенс, коли початковии̮ стан складається з однієı̈
частки. Визначення Γ стосується частки, що зазнає розпаду в стані спокою,
томунормувальнии̮множник (2𝐸𝒜)ିଵ перетворюєтьсяна (2𝑚𝒜)ିଵ. (У будь-
якіи̮ іншіи̮ системі відліку цеи̮ множник дав би звичаи̮не уповільнення ча-
су.) Отже, формула для ширини розпаду є

𝑑Γ = 1
2𝑚𝒜

ቆෑ
௙

𝑑ଷ𝐩௙
(2π)ଷ

1
2𝐸௙

ቇ×

× หℳ൫𝑚𝒜 → {𝑝௙}൯ห
ଶ (2π)ସδ(ସ)൫𝑝𝒜 −෍𝑝௙൯.

(4.86)

На жаль, значення цієı̈ формули не дуже ясне. Оскільки нестабільну частку
не можна відправити в нескінченно віддалене минуле, наше визначення
(4.73) дляℳ(𝑚𝒜 → {𝑝௙}) через елементи S-матриці втрачає сенс. А проте,
формула (4.86) є справедливою, якщо матрицяℳ обчислена за правилами
Феи̮нманадля елементівS-матриці, які минаведемовнаступномупараґра-
фі. Ми відкладаємо подальше обговорення цих питань і доведення (4.86)
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до § 7.3. Доти задовольнимося інтуı̈тивним уявленням проℳ, як ампліту-
ду переходу.

Рівняння (4.79) і (4.86) є цілком загальними, незалежно від того, чи мі-
стить кінцевии̮ стан тотожні частки. (Обчислення ℳ за наявності тото-
жних часток, певна річ, відрізнятиметься, але це вже іншепитання.) При ін-
теґруванні будь-якого з цих двох рівнянь для отримання повного перерізу
розсіяння абоширини розпаду треба бути уважним,щоб уникнути повтор-
ного врахування тогож самого кінцевого стану. Якщомимаємо𝑛 тотожних
часток у кінцевому стані, то маємо або обмежитися інтеґруванням по нее-
квівалентних конфігураціях, або ж розділити на 𝑛! після інтеґрування по
всіх можливих наборах імпульсів.

§4.6. Обчислення елементів S-матриці зфейнманових ді-
аґрам

Тепер, коли ми маємо формули для перерізу розсіяння і ширини розпаду
в термінах інваріантних матричних елементівℳ, єдине, що нам залишає-
ться, це знаи̮ти спосіб обчисленняℳ для різних процесів у різних теоріях
поля із взаємодією. У цьому параґрафі ми випишемо (і спробуємо обґрунту-
вати) формулу дляℳ через феи̮нманові діаґрами. Ми відкладемо ı̈ı̈ строге
доведення до § 7.2, оскільки воно доволі технічне і стане значно легшим
для розуміння після того, як ми побачимо цю формулу в діı̈.

Нагадаємо, що за визначенням з рівняння (4.71) S-матриця є операто-
ром часовоı̈ еволюціı̈ exp(−𝑖𝐻𝑡) у межі дуже великих значень 𝑡:

⟨𝐩ଵ𝐩ଶ⋯| S |𝐤𝒜𝐤ℬ⟩ = lim
த→ஶ

⟨𝐩ଵ𝐩ଶ⋯|𝑒ି௜ு(ଶத)|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩. (4.87)

Для обчислення цієı̈ величини ми хотіли б замінити зовнішні стани пло-
ских хвиль у (4.87), які є власними станами 𝐻, ı̈хніми відповідниками в не-
збуреніи̮ теоріı̈, які є власними станами 𝐻଴. Ми з успіхом зробили таку за-
міну для вакуумного стану |Ω⟩ в рівнянні (4.27):

|Ω⟩ = lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

൫𝑒ି௜ாబத ⟨Ω|0⟩൯ିଵ 𝑒ି௜ுத|0⟩.

Наразі ми хотіли б знаи̮ти співвідношення вигляду

|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩ ∝ lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

𝑒ି௜ுத|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩଴, (4.88)

де вилучено невідомі фазові множники та коефіцієнти перекриття, на зра-
зок тих, що присутні в (4.27). Знаи̮ти таке співвідношення непросто. У
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(4.27) ми використали тои̮ факт, що вакуум є станом з абсолютно наи̮ниж-
чою енерґією. Тут у нашому розпорядженні є лише набагато слабше твер-
дження, що зовнішні стани з чітко розділеними початковими та кінцеви-
ми часткамимають наи̮нижчу енерґію серед станів з наперед заданими не-
нульовими значеннями імпульсів. Ця проблема є досить глибокою, і вона
пов’язана з однією з наи̮фундаментальніших труднощів теоріı̈ поля, поро-
дженою тією обставиною, що взаємодія впливає не лише на розсіяння рі-
зних часток, але и̮ на форму самих одночасткових станів.

Якби формула (4.88) тим або іншим чином була отримана, ми могли б
застосувати ı̈ı̈, щоб переписати праву частину (4.87), як

lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

଴⟨𝐩ଵ⋯𝐩௡|𝑒௜ு(ଶத)|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩଴ ∝

∝ lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

଴⟨𝐩ଵ⋯𝐩௡| 𝑇ቆ exp ቈ − 𝑖
த

න
ିத

𝑑𝑡 𝐻ூ(𝑡)቉ቇ|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩଴.
(4.89)

При обчисленні вакуумних середніх громіздкі пропорціи̮ні множники між
вільним вакуумом та вакуумом із взаємодією скорочувалися в остаточно-
му виразі (4.31). Наразі ці множники такі жахливі, що ми навіть не намага-
ємося виписати ı̈х; сподіваємось лише, що таке ж драматичне скорочення
матиме місце и̮ тут. І справді, це скорочення відбувається, хоча при нашому
підході отримати и̮ого дуже непросто. З точністю до невеликоı̈ модифікаціı̈
(для наших цілеи̮ неістотноı̈) формулу для нетривіальноı̈ частини S-матри-
ці можна спростити до такого вигляду:

⟨𝐩ଵ⋯𝐩௡| 𝑖𝑇 |𝐤𝒜𝐤ℬ⟩ =

= lim
ಜ→ಮ(భష೔಍)

଴⟨𝐩ଵ⋯𝐩௡| 𝑇ቄ exp ൣ − 𝑖
த

න
ିத

𝑑𝑡 𝐻ூ(𝑡)൧ቅ|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩଴ቚ зв’язна,
ампутована

(4.90)

Терміни „зв’язна“ и̮ „ампутована“ стосуються обмежень на клас можливих
феи̮нманових діаґрам і будуть визначені трохи згодом. Ми доведемо рів-
няння (4.90) у § 7.2. А в решті поточного параґрафу пояснимо цю формулу
і наведемо обґрунтування нових обмежень, що ı̈х ми додали.

Насамперед маємо навчитися представляти матричнии̮ елемент у
(4.90) як суму феи̮нманових діаґрам. Обчислимо явно кілька перших чле-
нів у ϕସ-теоріı̈ для двох часток у кінцевому стані. Першии̮ член є

଴⟨𝐩ଵ𝐩ଶ|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩଴ = ඥ2𝐸ଵ ⋅ 2𝐸ଶ ⋅ 2𝐸𝒜 ⋅ 2𝐸ℬ ⟨0|aଵaଶaற𝒜aறℬ|0⟩ =
= 2𝐸𝒜 ⋅ 2𝐸ℬ(2π)଺ൣδ(𝐩𝒜 − 𝐩ଵ)δ(𝐩ℬ − 𝐩ଶ)+

+ δ(𝐩𝒜 − 𝐩ଶ)δ(𝐩ℬ − 𝐩ଵ)൧.
(4.91)
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Наявність дельта-функціı̈ робить кінцевии̮ стан тотожнім початковому, то-
му цеи̮ член є частиною „1“ у S = 1+𝑖T і не дає внеску в матричнии̮ елемент
розсіянняℳ. Ми можемо представити це, як діаґрами

+

Наступнии̮ член у ⟨𝐩ଵ𝐩ଶ| S |𝐤𝒜𝐤ℬ⟩, з застосуванням теореми Віка, набуває
вигляду

଴⟨𝐩ଵ𝐩ଶ| 𝑇ቆ − 𝑖 λ4! න𝑑ସ𝑥 ϕସ
ூ (𝑥)ቇ|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩଴ =

= ଴⟨𝐩ଵ𝐩ଶ| 𝑁ቆ − 𝑖 λ4! න𝑑ସ𝑥 ϕସ
ூ (𝑥) + згорткиቇ|𝐤𝒜𝐤ℬ⟩଴.

(4.92)

Оскільки зовнішні стани не є |0⟩, то не повністю згорнуті доданки не конче
нульові; ми можемо використати оператор знищення з ϕூ(𝑥), щоб анігілю-
вати частку початкового стану, або оператор народження—щоб утворити
частку кінцевого стану. Наприклад,

ϕା
ூ |𝐩⟩଴ = න 𝑑ଷ𝐤

(2π)ଷ
1

ඥ2𝐸𝐤
a𝐤𝑒ି௜௞⋅௫ඥ2𝐸𝐩 aற𝐩|0⟩ =

= න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐤

𝑒ି௜௞⋅௫ඥ2𝐸𝐩 (2π)ଷδ(𝐤 − 𝐩)|0⟩ =

= 𝑒ି௜௣⋅௫|0⟩.

(4.93)

Незгорнутии̮ϕூ під знаком𝑁-добутку (4.92) має два доданки—ϕା
ூ краи̮ніи̮

справа і ϕି
ூ краи̮ніи̮ зліва. Ми отримуємо один внесок в елемент S-матриці

для кожного способу комутування a, що міститься в ϕା
ூ , з aற початкового

стану і один внесок для кожного способу комутування aற, що міститься в
ϕି
ூ , з a кінцевого стану. Тоді природно буде визначити згортки польових

операторів з зовнішніми станами наступним чином:

ϕூ(𝑥)|𝐩⟩𝑒ି௜௣⋅௫; ⟨𝐩|ϕூ(𝑥) = 𝑒௜௣⋅௫. (4.94)
Для обчислення елемента S-матриці типу (4.92) просто запишемо всі мо-
жливі повні згортки операторів ϕூ з зовнішніми імпульсними станами.

Аби переконатися, що цеи̮ припис є правильним, прискіпливо обчисли-
мо величину (4.92).𝑁-добуток містить члени такого вигляду:

ϕϕϕϕ; ϕϕϕϕ ;ϕϕϕϕ. (4.95)
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Останніи̮ доданок, у якому оператори ϕ цілком згорнуті одні з одними, до-
рівнює вакуумніи̮ бульбашковіи̮ діаґрамі, помноженіи̮ на обчислену вище
величину (4.91):

−𝑖 λ4! න𝑑ସ𝑥 ଴⟨𝐩ଵ𝐩ଶ|ϕϕϕϕ|𝐩𝒜𝐩ℬ⟩ =

= × ቌ + ቍ .
(4.96)

Це є ще одним внеском у тривіальну частину S-матриці, тому ми и̮ого іґно-
руємо.

Далі розглянемо другии̮ член з (4.95), у якому два чотирьох операторів
ϕ згорнуті. Нормально упорядковании̮ добуток решти двох полів має ви-
гляд (aறaற + 2aறa+ aa). Шляхом комутування цих операторів з a та aற по-
чаткового та кінцевого станів ми знаходимо, що може вціліти лише член
з однаковою кількістю a і aற. Мовою згорток це означає, що один з ϕ має
бути згорнутим з початковим станом |𝐩⟩, а іншии̮— з кінцевим станом ⟨𝐩|.
Незгорнуті |𝐩⟩ і ⟨𝐩| дають дельта-функцію, як і в (4.91). Для діаґрамного
представлення цих величин ми додаємо до наших правил Феи̮нмана зовні-
шні лінії:

ϕூ(𝑥)|𝐩⟩ = |𝐩⟩ϕூ(𝑥) = (4.97)

Феи̮нманові діаґрами для елементів S-матриці завжди міститимуть зовні-
шні лініı̈, на відміну від зовнішніх точок у діаґрамах для кореляціи̮них фун-
кціи̮. Таким чином, другии̮ член з (4.95) дає чотири діаґрами:

+ + +

Інтеґрали∫𝑑ସ𝑥 призводятьдопоявивкожніи̮ вершині дельта-функціи̮,що
встановлюють збереження імпульсів (включно з зовнішніми імпульсами),
а отже, ці діаґрами знов-таки описують тривіальні процеси, в яких поча-
ткові та кінцеві стани тотожні. Це ілюструє загальнии̮ принцип: внесок у
T -матрицю дають лише повністю зв’язні діаґрами, у яких зовнішні лініı̈ по-
єднані між собою.

Нарешті розглянемо член з (4.95), у якомужоден з операторівϕ не згор-
нутии̮ з іншим. Наш припис вимагає, щоб ми згорнули два оператори ϕ з
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|𝐩𝒜𝐩ℬ⟩, а решту два— з ⟨𝐩ଵ𝐩ଶ|. Існує 4! способи зробити це. Звідси маємо
діаґраму

= (4! ) ⋅ ቀ − 𝑖 λ4!ቁන𝑑ସ𝑥 𝑒ି௜(௣𝒜ା௣ℬି௣భି௣మ)⋅௫ =

= −𝑖λ(2π)ସδ(ସ)(𝑝𝒜 + 𝑝ℬ − 𝑝ଵ − 𝑝ଶ).

(4.98)

Це точно збігається з виразом 𝑖ℳ(2π)ସδ(ସ)(𝑝𝒜 + 𝑝ℬ − 𝑝ଵ − 𝑝ଶ), деℳ = −λ.
Першніжпродовжитинашеобговоренняфеи̮нмановихдіаґрамдляеле-

ментів S-матриці, варто зупинитися и̮ застосувати цеи̮ результат до пере-
різу розсіяння. Для зіткнення часток у системі ЦМ ми можемо просто під-
ставити |ℳ|ଶ = λଶ у (4.85), і тоді отримаємо

ቆ𝑑σ𝑑Ωቇцм
= λଶ
64πଶ𝐸ଶ

цм
. (4.99)

Щои̮но ми обчислили наш першии̮ переріз розсіяння у квантовіи̮ теоріı̈ по-
ля. Це досить слабкии̮ результат, взагалі позбавлении̮ кутовоı̈ залежності.
(Ситуація буде виправлена, коли в наступному параґрафі ми розглянемо
ферміони.) Проінтеґрувавши по 𝑑Ω і розділивши на 2, оскільки присутні
дві тотожні частки у кінцевому стані, знаходимо повнии̮ переріз:

σtotal =
λଶ

32π𝐸ଶ
цм
. (4.100)

На практиці, мабуть, можна було б використати цеи̮ результат для для ви-
мірювання λ.

Повертаючись до основноı̈ теми нашого обговорення, розглянемо деякі
внески в T -матрицю вищого порядку для процесу𝒜,ℬ → 1, 2. Якщо тимча-
сово знехтувати приписом про зв’язні и̮ ампутовані діаґрами, то

⟨𝐩ଵ𝐩ଶ| 𝑖𝑇 |𝐩𝒜𝐩ℬ⟩
?= + + + + ⋯ +

+ ቆ ቇ + ⋯ + ቆ ቇ + ⋯ +

+ + ⋯ (4.101)

плюс діаґрами, у яких не всі чотири лініı̈ поєднані між собою. Ми вже ба-
чили, що цеи̮ останніи̮ клас діаґрам не дає внеску в T -матрицю. Перша діа-
ґрама, показана в (4.101), дає внесок у T наи̮нижчого порядку, якии̮ ми об-
числили вище. Наступні три діаґрами дають очікувані поправки до цієı̈ ам-
плітуди з урахуванням народження і знищення додаткових „віртуальних“
часток.
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Діаґрами у другому рядку (4.101) містять незв’язні „вакуумні бульба-
шки“. Вдавшись до тих самих арґументів, що и̮ наприкінці § 4.4, можна екс-
поненціювати незв’язні частини в загальнии̮ фазовии̮ множник, що визна-
чає зсув енерґіı̈ вакуумного стану за наявності взаємодіı̈. Тому такі частини
діаґрам є неістотними для S-матриці. Тепер ми бачимо, що лише повністю
зв’язні діаґрами дають суттєві внески в елементи S-матриці.

Остання діаґрама значно проблемніша; обчислимо ı̈ı̈. Після інтеґруван-
ня по координатах двох вершин маємо

= 1
2 න

𝑑ସ𝑝ᇱ
(2π)ସ

𝑖
𝑝ᇲଶ −𝑚ଶ න

𝑑ସ𝑘
(2π)ସ

𝑖
𝑘ଶ −𝑚ଶ ×

×(−𝑖λ)(2π)ସδ(ସ)(𝑝𝒜 + 𝑝ᇲ − 𝑝ଵ − 𝑝ଶ) ×
×(−𝑖λ)(2π)ସδ(ସ)(𝑝ℬ − 𝑝ᇲ).

(4.102)
Ми можемо проінтеґрувати по 𝑝ᇱ, використавши другу дельта-функцію. Це
потребує від нас обчислення величини

1
𝑝ᇲଶ −𝑚ଶ ቤ

௣ᇲୀ௣ℬ
= 1
𝑝ଶℬ −𝑚ଶ =

1
0.

Ми отримали нескінченність, оскільки 𝑝ℬ є імпульсом зовнішньоı̈ частки і
відповідає співвідношенню 𝑝ଶℬ = 𝑚ଶ. Це створює труднощі. Зрозуміло, що
нашаформула для Sмає сенс лише за умови виключення діаґрам з петлями
на зовнішніх лініях. На щастя, це фізично виправдано—нарівні з тим, як
вакуумні бульбашкові діаґрами описують еволюцію |0⟩ в |Ω⟩, поправки до
зовнішніх лініи̮

+ + + + ⋯

описують еволюцію |𝐩⟩଴ у |𝐩⟩, якии̮ є одночастковим станом у теоріı̈ із вза-
ємодією. Оскільки ці поправки не мають жодного стосунку до процесу роз-
сіяння, ı̈х треба виключити з обчислення S-матриці.

Для діаґрами загального вигляду з зовнішніми лініями визначимо ам-
путаціюнаступнимчином.Починаючизкінцякожноı̈ зовнішньоı̈ лініı̈, зна-
и̮демо останню точку, де діаґрама може бути розрізана по одному пропа-
ґатору так, щоб ця операція відокремила лінію від решти діаґрами. Там і
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розріжемо. Наприклад,

Підсумуємо наш припис для обчислення амплітуд розсіяння. Формулу
для елементів S-матриці (4.90) можна переписати, як

𝑖ℳ ⋅ (2π)ସδ(ସ)൫𝐩𝒜 + 𝐩ℬ −෍𝐩௙൯ =

= ቆсума всіх зв’язних ампутованих діаґрамз вхідними 𝑝𝒜 , 𝑝ℬ и̮ вихідними 𝑝௙
ቇ .

(4.103)

Терміном „зв’язна“ ми тепер позначаємо повністю зв’язну діаґраму, тобто
таку, що не має вакуумних бульбашок, а всі ı̈ı̈ зовнішні лініı̈ поєднані між
собою. Правила Феи̮нмана для амплітуд розсіяння в теоріı̈ ϕସ у координа-
тному просторі є такі:
1. Для кожного пропаґатора, = 𝐷ி(𝑥 − 𝑦);

2. Для кожноı̈ вершини, = (−𝑖λ) ∫ 𝑑ସ𝑥;

3. Для кожноı̈ зовнішньоı̈ лініı̈, = 𝑒ି௜௣⋅௫;
4. Розділити на фактор симетріı̈.
Зазначимо, що множником для вхідноı̈ лініı̈ є якраз амплітуда знаходжен-
ня частки у вершині, з якою ця лінія з’єднана, тобто це є хвильова функція
частки. Так само, множник для вихідноı̈ лініı̈ є амплітуда того, що частка,
народжена у вершині, має певнии̮ кінцевии̮ імпульс.

Як і з правиламиФеи̮нмана для кореляціи̮нихфункціи̮, зазвичаи̮ прості-
ше запровадити імпульсне представлення пропаґаторів, потім узяти вер-
шинні інтеґрали для отримання дельта-функціи̮, що забезпечують збере-
ження імпульсу, після чого використати ці дельта-функціı̈ для обчислення
якомога більшого числа інтеґралів по імпульсах. Проте в амплітуді розсія-
ння завжди буде присутня спільна дельта-функція від суми всіх імпульсів,
яку можна використати для скорочення дельта-функціı̈, що стоı̈ть у лівіи̮
частині (4.103). Тоді ми отримаємо

𝑖ℳ = сума всіх зв’язних ампутованих діаґрам, (4.104)
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де діаґрами обчислюються за наступними правилами:

1. Для кожного пропаґатора, = 𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε ;

2. Для кожноı̈ вершини, = −𝑖λ;

3. Для кожноı̈ зовнішньоı̈ лініı̈, = 1;
4. Вимагати збереження імпульсу в кожніи̮ вершині;

5. Інтеґрувати по кожному невизначеному імпульсу:න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ ;

6. Розділити на фактор симетріı̈.

Це наш остаточнии̮ варіант правил Феи̮нмана для теоріı̈ ϕସ.
Насправді формула (4.103) ще не зовсім точна. Іǆи̮ необхідна додатко-

ва модифікація з урахуванням пропорціи̮них множників, які були вилуче-
ні з (4.89). Утім, ця модифікація стосується лише діаґрам, що містять пе-
тлі, тому ми відкладаємо обговорення до Розділів 6 і 7, де спершу обчисли-
мо такі діаґрами. У § 7.2 ми доведемо справедливість виправленоı̈ формули
(4.103), зіставляючи елементи S-матриці з кореляціи̮ними функціями, для
яких практично вже отримали формулу в термінах феи̮нманових діаґрам.

§4.7. Фейнманові правила для ферміонів

Досі в цьому розділі, задля уникнення заи̮вих ускладнень, ми розглядали
лише теорію ϕସ. Тепер ми готові узагальнити результати на теоріı̈ з фер-
міонами.

Наше рішення для кореляціи̮них функціи̮ з § 4.2 узагальнюється без
проблем. Лоренц-інваріантність вимагає, щоб гамільтоніан взаємодіı̈ 𝐻ூ
був добутком парного числа спінорних полів, тож не виникає жодних скла-
днощів при визначенні хронолоґічно впорядкованоı̈ експоненти від𝐻ூ .

Проте, для застосування теоремиВіка треба поширити визначення хро-
нолоґічного та нормального упорядкування на ферміони. Наприкінці § 3.5
ми бачили, що оператор хронолоґічного упорядкування 𝑇, якии̮ діє на два
спінорні поля, зручніше визначити з додатковим знаком мінус:

𝑇൫ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)൯ ≡ ൝ ψ(𝑥)ψ̄(𝑦) для 𝑥଴ > 𝑦଴;
−ψ̄(𝑦)ψ(𝑥) для 𝑥଴ < 𝑦଴. (4.105)
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За цим визначенням, пропаґатор Феи̮нмана для діракового поля є

𝑆ி(𝑥 − 𝑦) = න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ

𝑖(/𝑝 + 𝑚)
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε 𝑒

ି௜௣⋅(௫ି௬) =

= ⟨0| 𝑇ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)|0⟩.
(4.106)

Для добутку понад двох спінорних полів ми узагальнюємо це визначення
природним чином: хронолоґічне упорядкування дає один знак мінус для
кожноı̈ з операторних перестановок, необхідних для того, щоб розташува-
ти поля у хронолоґічному порядку. Наприклад,

𝑇൫ψଵψଶψଷψସ൯ = (−1)ଷψଷψଵψସψଶ, якщо 𝑥଴ଷ > 𝑥଴ଵ > 𝑥଴ସ > 𝑥଴ଶ .
Визначення нормально упорядкованого добутку спінорних полів є анало-
ґічним: треба поставити додатковии̮ знак мінус для кожноı̈ перестанов-
ки ферміонів. Антикомутаціи̮ні співвідношення дозволяють записати нор-
мально упорядковании̮ добуток кількома способами, проте, з урахуванням
наших домовленостеи̮, вони цілком еквівалентні:

𝑁൫a𝐩a𝐪aற𝐫൯ = (−1)ଶaற𝐫a𝐩a𝐪 = (−1)ଷaற𝐫a𝐪a𝐩.
Використавши ці визначення, неважко узагальнити теорему Віка. Роз-

глянемо спочатку випадок двох діракових полів, скажімо, 𝑇[ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)]. За
аналоґією з (4.37), визначимо ı̈х згортку, як

𝑇ൣψ(𝑥)ψ̄(𝑦)൧ = 𝑁ൣψ(𝑥)ψ̄(𝑦)൧ + ψ(𝑥)ψ̄(𝑦). (4.107)
Очевидно, що для діракового поля,

ψ(𝑥)ψ̄(𝑦) ≡ ቊ {ψା(𝑥), ψି} 𝑥଴ > 𝑦଴
−{ψା(𝑥), ψି} 𝑥଴ < 𝑦଴ ቋ = 𝑆ி(𝑥 − 𝑦); (4.108)

ψ(𝑥)ψ(𝑦) = ψ̄(𝑥)ψ̄(𝑦) = 0. (4.109)
Визначимо згортку під символом нормального упорядкуванням таким чи-
ном, щоб вони містили знаки мінус для оператора перестановок:

𝑁൫ψଵψଶψ̄ଷψ̄ସ൯ = −ψଵψ̄ଷ𝑁൫ψଶψ̄ସ൯ = −𝑆ி(𝑥ଵ − 𝑥ଷ)𝑁൫ψଶψ̄ସ൯. (4.110)
За таких визначень теорема Віка має попередніи̮ вигляд:

𝑇ൣψଵψ̄ଶψଷ⋯൧ = 𝑁ൣψଵψ̄ଶψଷ⋯ + всі можливі згортки൧. (4.111)
Доведення суттєвоне відрізняється від бозонного випадку, оскільки всі до-
даткові знаки мінус враховуються вищенаведеними визначеннями.
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ТеоріяЮкави

ТепербулобневажковиписатиправилаФеи̮нманадляферміоннихкореля-
ціи̮них функціи̮, але натомість ми відразу переи̮демо до обговорення про-
цесів розсіяння. Почнемо з аналізу теоріı̈ Юкави:

𝐻 = 𝐻Dirac + 𝐻Klein-Gordon +න𝑑ଷ𝐱 (𝑔 ψ̄ψϕ). (4.112)

Це є спрощена модель квантовоı̈ електродинаміки. У поточному параґрафі
ми ретельно виведемо правила обчислення в теоріı̈ Юкави, щоб надалі ı̈х
можна було без значних ускладнень застосувати до КЕД.

Для конкретності, розглянемо реакцію двочасткового розсіяння:

ферміон (𝑝) + ферміон (𝑘) → ферміон (𝑝ᇱ) + ферміон (𝑘ᇱ).

Основнии̮ внесок дає 𝐻ଶ
ூ член у S-матриці:

଴⟨𝐩ᇱ, 𝐤ᇱ| 𝑇ቆ
1
2!(−𝑖𝑔)න𝑑ସ𝑥 ψ̄ூψ௜ϕூ (−𝑖𝑔)න𝑑ସ𝑦 ψ̄ூψ௜ϕூቇ|𝐩, 𝐤⟩଴ (4.113)

Для обчисленняцього виразу використаємо теоремуВіка,щоб звести𝑇-до-
бутокдо𝑁-добутку згорток, а потімподіятинезгорнутимиполяминапоча-
ткові та кінцеві стани часток. Представимо цеи̮ останніи̮ процес, як згортку

ψூ(𝑥)|𝐩, 𝑠⟩ = න 𝑑ଷ𝐩ᇱ
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩ᇲ

෍
௦ᇲ

a௦
ᇲ

𝐩ᇲ𝑢௦
ᇲ(𝑝ᇱ) 𝑒ି௜௣ᇲ⋅௫ඥ2𝐸𝐩ᇲ a௦ற𝐩 |0⟩ =

= 𝑒ି௜௣⋅௫𝑢௦(𝑝)|0⟩.
(4.114)

Подібні вирази мають місце для згортки ψ̄ூ з ферміоном кінцевого стану,
а також для згорток ψூ і ψ̄ூ з антиферміонними станами. Зазначимо, що ψூ
можна згорнути з ферміоном праворуч або з антиферміоном ліворуч; зво-
ротне справедливо для ψ̄ூ .

Ми можемо записати типовии̮ матричнии̮ елемент (4.113), як згортку

⟨𝐩ᇱ,𝐤ᇱ| ଵଶ!(−𝑖𝑔) ∫ 𝑑
ସ𝑥 ψ̄ψϕ (−𝑖𝑔) ∫𝑑ସ𝑦 ψ̄ψϕ|𝐩,𝐤⟩. (4.115)

З точністю до можливого знаку мінус, значення цієı̈ величини є

(−𝑖𝑔)ଶන 𝑑ଷ𝐪
(2π)ଷ

𝑖
𝑞ଶ −𝑚ଶ

ம
(2π)ସδ(𝑝ᇱ − 𝑝 − 𝑞)×

× (2π)ସδ(𝑘ᇱ − 𝑘 + 𝑞)𝑢̄(𝑝ᇱ)𝑢(𝑝)𝑢̄(𝑘ᇱ)𝑢(𝑘).
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(Ми опустилимножник 1/2!, бо є другии̮, ідентичнии̮ член, що походить від
перестановки𝑥 та𝑦 в (4.115).) Використавшибудь-якудельта-функціюдля
інтеґрування, знаходимо, що цеи̮ вираз має вигляд 𝑖ℳ(2π)ସδ(Σ𝑝), де

𝑖ℳ = −𝑖𝑔ଶ
𝑞ଶ −𝑚ଶ

ம
𝑢̄(𝑝ᇱ)𝑢(𝑝)𝑢̄(𝑘ᇱ)𝑢(𝑘). (4.116)

Записуючи таким чином, маємо пам’ятати, що на імпульси накладено умо-
ву 𝑝 − 𝑝ᇲ = 𝑞 = 𝑘ᇱ − 𝑘.

Замість починати від (4.115), ми могли б зобразити феи̮нманову діаґра-
му

Ми позначаємо скалярні частки пунктирними лініями, а ферміонні— су-
цільними. Елемент S-матриці можна було б отримати безпосередньо з на-
ступних правил Феи̮нмана в імпульсному просторі.
1. Пропаґатори:

ϕ(𝑥)ϕ(𝑦) = = 𝑖
𝑞ଶ −𝑚ଶ

ம + 𝑖ε

ψ(𝑥)ψ̄(𝑦) = = 𝑖(/𝑝 + 𝑚)
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε

2. Вершини: = −𝑖𝑔

3. Згортки з зовнішніми кінцями:

ϕ|𝐪⟩ = = 1 ⟨𝐪|ϕ = = 1

ψ |𝐩, 𝑠⟩︸ ︷︷ ︸
ферміон

= = 𝑢௦(𝑝) ⟨𝐩, 𝑠|︸ ︷︷ ︸
ферміон

ψ̄ = = 𝑢̄௦(𝑝)

ψ̄ |𝐩, 𝑠⟩︸ ︷︷ ︸
антиферміон

= = 𝑣̄௦(𝑘) ⟨𝐩, 𝑠|︸ ︷︷ ︸
антиферміон

ψ = = 𝑣௦(𝑘)

4. Вимагати збереження імпульсу в кожніи̮ вершині.
5. Інтеґрувати по кожному невизначеному імпульсу.
6. Отримати повнии̮ знак діаґрами.
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Маємо кілька коментарів щодо цих правил.
По-перше, зазначимо,щомножник1/𝑛! уряді Теи̮лорадля хронолоґічно

впорядкованоı̈ експоненти завжди скорочується з 𝑛! способами перестано-
вок вершин, що дають однакові згортки. Діаґрами в теоріı̈ Юкави ніколи не
мають факторів симетріı̈, оскільки три поля (ψ̄ψϕ) в𝐻ூ не можна підстави-
ти одне замість іншого при згортках.

По-друге, напрямок імпульсу на ферміонних лініях завжди є істотним.
На зовнішніх лініях, як для бозонів, напрямок імпульсу завжди є вхідним
дляпочаткових станів і вихіднимдлякінцевих. Цебезпосередньовипливає
з рядів для ψ і ψ̄, де оператори знищення a𝐩 і b𝐩 мають множники 𝑒ି௜௣⋅௫, а
оператори народження aற𝐩 і bற𝐩 —множники 𝑒ା௜௣⋅௫. На внутрішніх ферміон-
них лініях (пропаґаторах) імпульс має вказувати напрямок струму числа
часток (для електронів це є напрямком струму неґативного заряду). Цю
вимогу наи̮легше побачити, виходячи з засадничих принципів. Розглянемо
анігіляцію ферміона и̮ антиферміона у два бозони:

= ⟨𝐤,𝐤ᇱ| ∫ 𝑑ସ𝑥 ϕψ̄ψ ∫𝑑ସ𝑦ϕψ̄ψ |𝐩,𝐩ᇱ⟩ ∼

∼ න𝑑ସ𝑥 න𝑑ସ𝑦 𝑣̄(𝑝ᇱ)𝑒ି௜௣ᇲ⋅௫න 𝑑ସ𝑞
(2π)ସ

𝑖(/𝑞 + 𝑚)
𝑞ଶ −𝑚ଶ 𝑒

ି௜௤⋅(௫ି௬) 𝑢(𝑝)𝑒ି௜௣⋅௬.

Інтеґрали по 𝑥 та 𝑦 дають дельта-функціı̈, які змушують 𝑞 текти від 𝑦 до
𝑥. На внутрішніх бозонних лініях напрямок імпульсів є неістотним і може
бути обраним як завгодно, оскільки 𝐷ி(𝑥 − 𝑦) = 𝐷ி(𝑦 − 𝑥).

Домовлено зображати стрілки на ферміонних лініях таким чином, щоб
вони представляли напрям струму числа часток. Тоді імпульс ферміонного
пропаґатора спрямовано зацієюстрілкою.Протедля зовнішніх античасток
імпульс спрямовано проти стрілки; на це явно вказує зображена поруч із
лінією друга стрілка.

По-третє, зазначимо, що в наших прикладах діракові індекси згортаю-
ться один з одним уздовж ферміонних лініи̮. Так само це відбувається і в
складніших діаґрамах:

∼ 𝑢̄(𝑝ଷ) ⋅
𝑖(/𝑝ଶ +𝑚)
𝑝ଶଶ −𝑚ଶ ⋅ 𝑖(/𝑝ଵ +𝑚)

𝑝ଶଵ −𝑚ଶ ⋅ 𝑢(𝑝଴). (4.117)

Насамкінець зупинимось на ферміонних знаках мінус. Повернімося до при-
кладу ферміон-ферміонного розсіяння і прии̮мемо такі домовленості про
знаки для початкових та кінцевих станів:

|𝐩, 𝐤⟩ ∼ aற𝐩a
ற
𝐤|0⟩, ⟨𝐩ᇱ, 𝐤ᇱ| ∼ ⟨0|a𝐩ᇲa𝐤ᇲ , (4.118)
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отже, (|𝑝, 𝑘⟩)ற = ⟨𝑝, 𝑘|. Тоді згортку

⟨𝐩ᇱ,𝐤ᇱ|(ψ̄ψ)௫ (ψ̄ψ)௬|𝐩,𝐤⟩ ∼ ⟨0|a𝐤ᇲa𝐩ᇲψ̄௫ψ௫ψ̄௬ψ௬aற𝐩a
ற
𝐤|0⟩.

можна отримати, пересунувши ψ̄௬ на дві позиціı̈ вліво, що дасть множник
(−1)ଶ = +1. Проте зазначимо, що при згортці

⟨𝐩ᇱ,𝐤ᇱ|(ψ̄ψ)௫ (ψ̄ψ)௬|𝐩,𝐤⟩ ∼ ⟨0|a𝐤ᇲa𝐩ᇲψ̄௫ψ௫ψ̄௬ψ௬aற𝐩a
ற
𝐤|0⟩.

достатньо пересунути ψ̄௬ на одну позицію вліво, що дасть множник−1. Ця
згортка відповідає діаґрамі

Тож у нижчому порядку повнии̮ внесок в елемент S-матриці для цього
процесу є

𝑖ℳ = + =

= (−𝑖𝑔ଶ)ቆ𝑢̄(𝑝ᇱ)𝑢(𝑝) 1
(𝑝ᇲ − 𝑝)ଶ −𝑚ଶ

ம
𝑢̄(𝑘ᇱ)𝑢(𝑘)−

− 𝑢̄(𝑝ᇱ)𝑢(𝑘) 1
(𝑝ᇲ − 𝑘)ଶ −𝑚ଶ

ம
𝑢̄(𝑘ᇱ)𝑢(𝑝)ቇ.

(4.119)

Різниця у знак мінус між цими діаґрамами є відображенням статистики
Фермі. Перетворенняцього виразу на переріз розсіянняпотребувало бпев-
них додаткових зусиль; ми відкладемо ці обчислення до Розділу 5, де вже
зможемо розглянути процеси КЕД замість менш цікавоı̈ теоріı̈ Юкави.

У складних діаґрамах нерідко можна спростити процес визначення зна-
ків мінус з огляду на те, що добуток (ψ̄ψ) або будь-які інші ферміонні пари
комутують з будь-яким оператором. Отже,

⋯(ψ̄ψ)௫(ψ̄ψ)௬(ψ̄ψ)௭(ψ̄ψ)௪⋯ = ⋯(ψ̄ψ)௫(ψ̄ψ)௭(ψ̄ψ)௬(ψ̄ψ)௪⋯ =
= ⋯𝑆ி(𝑥 − 𝑧)𝑆ி(𝑧 − 𝑦)𝑆ி(𝑦 − 𝑤)⋯
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Проте зазначимо, що в замкнутіи̮ петлі з 𝑛 ферміонних пропаґаторів маємо

= ψ̄ψ ψ̄ψ ψ̄ψ ψ̄ψ =

= (−1) ψ ψ̄ψ ψ̄ψ ψ̄ψ ψ̄ =

= (−1) Tr ൣ𝑆ி 𝑆ி 𝑆ி 𝑆ி൧.

(4.120)

Замкнуті ферміонні петлі завжди дають додатковии̮ множник −1, а також
слід від добутку діракових матриць.

ПотенціалЮкави

Тепер ми маємо всі формальні правила, необхідні для обчислення амплі-
туд розсіяння в теоріı̈ Юкави. Перш ніж узятися до вивчення КЕД, коротко
звернемося від абстракціи̮ до конкретноı̈ фізики и̮ розглянемо одне про-
сте застосування цих правил для розсіяння нетотожнихферміонів у нере-
лятивістськіи̮ межі. Порівнявши амплітуду цього процесу з формулою для
борнового наближення в нерелятивістськіи̮ квантовіи̮ механіці, можна ви-
значити потенціал 𝑉(𝑟), утворювании̮ взаємодієюЮкави.

Якщо дві взаємодіючі частки нетотожні, то внесок дає лише перша діа-
ґрама в (4.119). Для обчислення амплітуди в нерелятивістськіи̮ межі, збе-
рігаємо лише члени наи̮нижчого порядку за 3-імпульсами. Таким чином, з
точністю до 𝒪(𝐩ଶ, 𝐩ᇲଶ, …),

𝑝 = (𝑚, 𝐩), 𝑘 = (𝑚, 𝐤),
𝑝ᇱ = (𝑚, 𝐩ᇱ), 𝑘ᇱ = (𝑚, 𝐤ᇱ). (4.121)

Використавши ці вирази, маємо
(𝑝ᇱ − 𝑝)ଶ = −|𝐩ᇱ − 𝐩|ଶ + 𝒪(𝐩ସ),

𝑢௦(𝑝) = √𝑚ቆξ
௦

ξ௦ቇ и т.д.,

де ξ௦ є двокомпонентним постіи̮ним спінором з нормуванням ξ௦
ᇲறξ௦ = δ௦௦ᇲ .

Тоді спінорні добутки у (4.119) будуть такі:

𝑢̄௦ᇲ(𝑝ᇱ)𝑢௦(𝑝) = 2𝑚 ξ௦ᇲறξ௦ = 2𝑚δ௦ᇲ௦;
𝑢̄௥ᇲ(𝑘ᇱ)𝑢௥(𝑘) = 2𝑚 ξ௥ᇲறξ௥ = 2𝑚δ௥ᇲ௥ .

(4.122)

Отже, нашпершии̮фізичнии̮ висновок є таким,що спін кожноı̈ часткивцьо-
му нерелятивістському процесі розсіяння зберігається окремо—це при-
ємнии̮ результат.
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Збираючи разом усі частини амплітуди розсіяння (4.119), отримуємо

𝑖ℳ = 𝑖𝑔ଶ
|𝐩ᇱ − 𝐩|ଶ + µଶம

2𝑚 δ௦ᇲ௦δ௥ᇲ௥ . (4.123)

Цеи̮ вираз треба порівняти з борновим наближенням для амплітуди розсі-
яння в нерелятивістськіи̮ квантовіи̮ механіці, записаніи̮ у термінах потен-
ціалу 𝑉(𝐱):

⟨𝑝ᇱ| 𝑖𝑇 |𝑝⟩ = −𝑖෥𝑉(𝐪) (2π) δ(𝐸𝐩ᇲ − 𝐸𝐩), (𝐪 = 𝐩ᇱ − 𝐩). (4.124)

Тож очевидно, що для взаємодіı̈ Юкави

෥𝑉(𝐪) = −𝑔ଶ
𝐪ଶ + µଶம

. (4.125)

(Множники 2𝑚 у (4.123) виникають з релятивістських умов нормування
і мають бути вилучені при порівнянні з (4.124), де передбачено стандар-
тне нерелятивістське нормування станів. Додатковии̮ множник δ(ଷ)(𝐩ᇱ−𝐩)
зникає при інтеґруванні по імпульсу мішені.)

Обернення фур’є-перетворення для отримання 𝑉(𝑥) проводиться зви-
чаи̮ним чином:

𝑉(𝐱) = න 𝑑ଷ𝐪
(2π)ଷ

−𝑔ଶ
𝐪ଶ + µଶம

𝑒௜𝐪⋅𝐱 =

= −𝑔ଶ
4πଶ

ஶ

න
଴

𝑑𝑞 𝑞ଶ𝑒
௜௤௥ − 𝑒ି௜௤௥

𝑖𝑞𝑟
1

𝑞ଶ +𝑚ଶ
ம
=

= −𝑔ଶ
4πଶ𝑖𝑟

ஶ

න
ିஶ

𝑑𝑞 𝑞𝑒௜௤௥
𝑞ଶ +𝑚ଶ

ம
.

(4.126)

Контур у цьому інтеґралі можна замкнути у верхніи̮ півплощині. При цьо-
му береться лишок у простому полюсі в точці 𝑞 = +𝑖𝑚ம. Таким чином, ми
отримуємо

𝑉(𝑟) = −𝑔ଶ
4π

1
𝑟 𝑒

ି௠ದ௥ , (4.127)

що є притягувальним „потенціалом Юкави“ з радіусом взаємодіı̈ 1/𝑚ம =
~/𝑚ம𝑐, якии̮ дорівнює комптоновіи̮ довжині хвилі бозона обміну. Юкава
взяв цеи̮ потенціал за основу в теоріı̈ ядерних сил і пішов зворотним шля-
хом: почав за радіусу сил (приблизно 1 фм) и̮ отримав масу розшукуваного
бозона, якии̮ назвав піоном (приблизно 200МеВ).
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Що ми одержимо при розсіянні частки на античастках? Для процесу

fଵ(𝑝)f̄ଶ(𝑘) → fଵ(𝑝ᇱ)f̄ଶ(𝑘ᇱ)

треба обчислити (в нерелятивістському наближені)

𝑣̄௦(𝑘)𝑣௦ᇲ(𝑘ᇱ) ≈ (ξ௦ᇲற, −ξ௦ற)ቆ0 1
1 0ቇቆ

ξ௦ᇲ

−ξ௦ᇲቇ = −2𝑚δ௦௦ᇲ . (4.128)

Маємо також розібратися з ферміонним знаком мінус. Застосувавши тото-
жності |𝐩, 𝐤⟩ = aற𝐩b

ற
𝐤|0⟩ і ⟨𝐩ᇱ, 𝐤ᇱ| = ⟨0|b𝐤ᇲa𝐩ᇲ , можемо записати згорнении̮

матричнии̮ елемент, як

⟨𝐩ᇱ, 𝐤ᇱ| ψ̄ψ ψ̄ψ |𝐩, 𝐤⟩ = ⟨0|b𝐤ᇲa𝐩ᇲ ψ̄ψ ψ̄ψ aற𝐩b
ற
𝐤 |0⟩.

Для проведення згортки слід зробити три перестановки операторів, що в
підсумку даємножник−1. Унаслідок чого в (4.128) зникає додатковии̮ знак
мінус, тому потенціалЮкави між ферміоном і антиферміоном також є при-
тягувальним і рівним за силою потенціалу між двома ферміонами.

Залишилося розглянути випадок розсіяння двох антиферміонів. Не
дивно, що потенціал знову буде притягувальним: додатковии̮ знак мінус
з’являється в результаті заміни 𝑢̄𝑢 на 𝑣̄𝑣, а кількість перестановок, необ-
хідних для проведення згортки, є парною. Звідси маємо висновок, що по-
тенціал Юкави універсально притягувальний, незалежно від того, чи є він
потенціалом взаємодіı̈ пари ферміонів, пари антиферміонів або пари фер-
міон-антиферміон.

§4.8. Фейнманові правила для квантової електродинамі-
ки

Наразі ми готові переи̮ти від теоріı̈ Юкави до квантовоı̈ електродинаміки.
Для цього замінимо скалярну частку ϕ на векторну частку 𝐴ஜ, а гамільто-
ніан взаємодіı̈ Юкави на

𝐻int = න𝑑ଷ𝐱 𝑒 ψ̄γஜψ𝐴ஜ. (4.129)

Як зміняться феи̮нманові правила? Відповідь легко вгадати, хоча и̮ важко
довести. На додаток до правил для ферміонів з попереднього параґрафу
маємо

Нова вершина ∶ = −𝑖𝑒 γஜ;
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Фотоннии̮ пропаґатор ∶ =
−𝑖𝑔ஜ஝
𝑞ଶ + 𝑖ε;

Зовнішні фотонні лініı̈ ∶ 𝐴ஜ |𝐩⟩ = = εஜ(𝑝);

⟨𝐩| 𝐴ஜ = = ε∗ஜ(𝑝).

Фотони зазвичаи̮ зображають хвилястими лініями. Символ εஜ(𝑝) задає ве-
ктор поляризації фотона в початковому або кінцевому стані.

Для виправдання цих правил нагадаємо, що в лоренцовіи̮ калібровці
(яку ми вибрали, щоб зберегти явну релятивістську інваріантність) рівня-
ння поля для 𝐴ஜ має вигляд

∂ଶ𝐴ஜ = 0. (4.130)
А отже, для кожного компонента𝐴 справедливе рівняння Кляи̮на–Ґордона
(з𝑚 = 0). Рішеннями цього рівняння в імпульсному представленні будуть
функціı̈ εஜ(𝑝)𝑒ି௜௣⋅௫, де 𝑝ଶ = 0, а εஜ(𝑝) є довільним 4-вектором. Інтерпрета-
ція ε, як вектора поляризаціı̈ поля має бути знаи̮ома з класичного електро-
маґнетизму. Розклавши квантоване електромаґнітне поле за набором кла-
сичних рішень хвильового рівняння, як це ми зробили для поля Кляи̮на–
Ґордона, отримаємо

𝐴ஜ(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
ඥ2𝐸𝐩

ଷ

෍
௥ୀ଴

൫a௥𝐩ε௥ஜ(𝑝) 𝑒ି௜௣⋅௫ + a௥ற𝐩 ε௥∗ஜ (𝑝) 𝑒௜௣⋅௫൯ , (4.131)

де 𝑟 = 0, 1, 2, 3 позначає базис векторів поляризаціı̈. Множники зовнішніх
лініи̮ у наведених вищефеи̮нманових правилах негаи̮но випливають з цьо-
го виразу достоту так, як ми отримали 𝑢 і 𝑣 в якості множників зовнішніх
лініи̮ для діракових часток. Єдинии̮ нюанс полягає в тому, що треба обме-
жити початкові та кінцеві фотонні стани поперечно поляризованими. Ве-
ктори поляризаціı̈ цих станів завжди мають вигляд εஜ = (0, 𝛆), де 𝐩 ⋅ 𝛆 = 0.
Для 𝐩, спрямованого вздовж осі 𝑧, право- та лівополяризовані вектори є
εஜ = (0, 1, ±𝑖, 0)/√2.

Вигляд вершинного множника в КЕД теж можна легко пояснити, роз-
глянувши гамільтоніан взаємодіı̈ (4.129). Зазначимо, що γ-матриці в ам-
плітудах КЕД завжди знаходяться між спінорами або іншими γ-матриця-
ми з діраковими індексами, згорненими вздовж ферміонноı̈ лініı̈. Візьмемо
також до уваги, що цеи̮ вид взаємодіı̈ стосується електрона (і и̮ого анти-
частки—позитрона). Взагалі, длядіраковоı̈ часткиз електричнимзарядом
𝑄|𝑒|,

= −𝑖𝑄|𝑒|γஜ.
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До прикладу, електрон має заряд 𝑄 = −1, верхніи̮ кварк— заряд 𝑄௨ = +ଶ/ଷ
і нижніи̮ кварк—𝑄ௗ = −ଵ/ଷ.

Не існує простого способу отримати формулу для пропаґатора фото-
на, тому поки обмежимося правдоподібними міркуваннями. Оскільки еле-
ктромаґнітне поле в лоренцовіи̮ калібровці задовольняє безмасовому рів-
нянню Кляи̮на–Ґордона, то немає нічого дивного в тому, що пропаґатор
фотона маи̮же ідентичнии̮ пропаґатору безмасовоı̈ частки Кляи̮на–Ґордо-
на. Проте множник −𝑔ஜ஝ потребує пояснень. Лоренц-інваріантність вима-
гає, щоб пропаґатор фотона мав бути ізотропним тензором другого ранґу,
якии̮ може згортатися на кожному кінці з вершинними матрицями γஜ і γ஝.
Наи̮простішии̮ кандидат— це 𝑔ஜ஝. Для розуміння повного знаку пропаґа-
тора, обчислимо и̮ого фур’є-перетворення:

න 𝑑ସ𝑞
(2π)ସ

−𝑖𝑔ஜ஝
𝑞ଶ + 𝑖ε 𝑒

ି௜௤⋅(௫ି௬) = න 𝑑ଷ𝐪
(2π)ଷ

1
|𝐪| 𝑒

ି௜௤⋅(௫ି௬)⋅(ି௚ಔಕ). (4.132)

Вірогідно цеи̮ вираз дорівнює ⟨0| 𝑇[𝐴ஜ(𝑥), 𝐴஝(𝑦)] |0⟩. Встановимо µ = ν и̮ ві-
зьмемо межу 𝑥଴ → 𝑦଴ з позитивного напрямку. Тоді ця величина стає нор-
мою стану 𝐴ஜ(𝑥)|0⟩, яка мусить бути позитивною. Ми бачимо, що наш вибір
знаку в пропаґаторі вказує на те, що три стани, породжені 𝐴௜ з 𝑖 = 1, 2, 3
справді мають позитивну норму. Ці стани охоплюють усі реальні (не вірту-
альні) фотони, чия поляризація завжди простороподібна. На жаль, оскіль-
ки 𝑔ஜ஝ не є позитивно визначеним, то стани, народжені полем𝐴଴, неминуче
мають неґативну норму. Потенціи̮но це сери̮озна проблема для будь-якоı̈
теоріı̈ з векторними частками. Як ми покажемо в § 5.5, для квантовоı̈ еле-
ктродинаміки стани з неґативною нормою, породжені полем 𝐴଴, ніколи не
виникають у фізичних процесах. У § 9.4 (Том II) буде наведено строге виве-
дення виразу для фотонного пропаґатора.

Кулонів потенціал

Длядемонстраціı̈ простого застосуванняфеи̮нманових правил, а такождля
кращого розуміння знаку пропаґатора, повторимо обчислення для нереля-
тивістського розсіяння,що и̮огомипровели впопередньомупараґрафі, але
цього разу в КЕД. Головнии̮ внесок в амплітуду є

𝑖ℳ = = (−𝑖𝑒)ଶ𝑢̄(𝑝ᇱ)γஜ𝑢(𝑝)
−𝑖𝑔ஜ஝

(𝑝ᇱ − 𝑝)ଶ 𝑢̄(𝑘
ᇱ)γ஝𝑢(𝑘). (4.133)

У нерелятивістськіи̮ межі

𝑢̄(𝑝ᇱ)γ଴𝑢(𝑝) = 𝑢ற(𝑝ᇱ)𝑢(𝑝) ≈ +2𝑚 ξᇲறξ.
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Можна легко переконатися, що інші внески 𝑢̄(𝑝ᇱ)γ௜𝑢(𝑝) зникають за умови
𝑝 = 𝑝ᇱ = 0. Отже, ними можна знехтувати порівняно з 𝑢̄(𝑝ᇱ)γ଴𝑢(𝑝) в нере-
лятивістському випадку. Таким чином,

𝑖ℳ ≈ +𝑖𝑒ଶ
−|𝐩ᇱ − 𝐩|ଶ (2𝑚 ξᇲறξ)௣(2𝑚 ξᇲறξ)௞ ⋅ 𝑔଴଴ =

= −𝑖𝑒ଶ
|𝐩ᇱ − 𝐩|ଶ (2𝑚 ξᇱறξ)௣(2𝑚 ξᇱறξ)௞.

(4.134)

При порівнянні з теорієюЮкави (4.123), бачимо, що присутніи̮ додатковии̮
множник −1; тобто, потенціал є відштовхувальним потенціалом Юкави з
µம = 0. Отже, маємо відштовхувальнии̮ кулонів потенціал

𝑉(𝑟) = 𝑒ଶ
4π𝑟 =

α
𝑟 , (4.135)

де α = 𝑒ଶ/4π ≈ 1/137—константа тонкоı̈ структури. Для розсіяння час-
тка-античастка передовсім зазначимо, що

𝑣̄(𝑘)γ଴𝑣(𝑘ᇱ) = 𝑣ற(𝑘)𝑣(𝑘ᇱ) ≈ +2𝑚 ξறξᇱ.

Наявність матриці γ଴ усуває знак мінус, якии̮ ми маємо в теоріı̈ Юкави. От-
же, нерелятивістська амплітуда розсіяння,

𝑖ℳ = = (−1) ⋅ −𝑖𝑒ଶ
|𝐩ᇲ − 𝐩|ଶ (+2𝑚 ξᇲறξ)௣(+2𝑚 ξறξᇱ)௞, (4.136)

де множник −1 є тим самим ферміонним знаком мінус, що и̮ого ми мали в
теоріı̈ Юкави. Це притягувальний потенціал. Відповідно, для антиферміон-
антиферміонного розсіяння потенціал виявляється відштовхувальним. Та-
кимчином, мипереконалися,що в квантовіи̮ теоріı̈ поля приобміні вектор-
ною часткою однакові заряди відштовхуються, тоді як протилежні притя-
гуються. Зауважмо, що відштовхування в ферміон-ферміонному розсіянні
виникло винятково через додатковии̮ множник −𝑔଴଴ = −1 у пропаґаторі
векторного бозона. Тензорнии̮ бозон, наприклад, ґравітон, мав би пропаґа-
тор

= 1
2ቀ(−𝑔ஜ஡)(−𝑔஝஢) + (−𝑔ஜ஢)(−𝑔஝஡)ቁቆ

𝑖
𝑞ଶ + 𝑖εቇ .

якии̮ у нерелятивістських випадках давав би множник (−𝑔଴଴)ଶ = +1, що
призводить до універсального притягувального потенціалу. Це свідчить,
що квантова теорія поля справді відтворює очевидні властивості електри-
чних і ґравітаціи̮них сил:
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Частки обміну ff і f̄f̄ f̄f

скаляр (Юкава) притягання притягання
вектор (електрика) відштовхування притягання
тензор (ґравітація) притягання притягання

Задачі

4.1. Повернімося до проблеми народження часток Кляи̮на–Ґордона класи-
чним джерелом. Нагадаємо, що згідно з Розділом 2 цеи̮ процес можна опи-
сати гамільтоніаном

𝐻 = 𝐻଴ +න𝑑ଷ𝐱 (−𝑗(𝑡, 𝐱)ϕ(𝑥)) ,

де 𝐻଴ є вільнии̮ гамільтоніан Кляи̮на–Ґордона, ϕ(𝑥) є поле Кляи̮на–Ґордо-
на, а 𝑗(𝑥)— 𝑐-числова скалярна функція. Ми встановили, що в разі, якщо
система до включення джерела перебувала у вакуумному стані, то середнє
число часток, народжених джерелом, є

⟨𝑁⟩ = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

ห𝑗̃(𝑝)หଶ.

У ціи̮ задачі ми перевіримо наведене твердження і отримаємо детальнішу
інформацію, використовуючирозкладення в пертурбативнии̮ ряд за інтен-
сивністю джерела.

(a) Покажіть, що и̮мовірність того, що джерело не народжує жодної час-
тки, є

𝑃(0) = ቤ⟨0| 𝑇ቊ exp ቂ − 𝑖න𝑑ସ𝑥 𝑗(𝑥)ϕூ(𝑥)ቃቋ|0⟩ቤ
ଶ
.

(b) Обчисліть член порядку 𝑗ଶ у 𝑃(0) і покажіть, що 𝑃(0) = 1−λ +𝒪(𝑗ସ), де
λ дорівнює виразу, заданому вище для ⟨𝑁⟩.

(c) Зобразіть член, отримании̮ у пункті (b), у вигляді феи̮нмановоı̈ діаґра-
ми. Тепер представте весь пертурбативнии̮ ряд для𝑃(0) за допомогою
діаґрам. Покажіть,щоцеи̮ ряд утворює експоненту, томуможебути то-
чно підсумовании̮: 𝑃(0) = exp(−λ).

(d) Обчисліть и̮мовірність того, що джерело народжує одну частку з ім-
пульсом 𝑘. Проведіть це обчислення спершу з точністю 𝒪(𝑗), а потім
для всіх порядків, застосувавши прии̮ом з пункту (c) для отримання
суми рядів.
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(e) Покажіть, що и̮мовірність народження 𝑛 часток є

𝑃(𝑛) = ଵ
௡! λ

௡ exp(−λ).

Це є розподіл Пуассона.
(f) Доведіть такі факти для розподілу Пуассона:

ஶ

෍
௡ୀ଴

𝑃(𝑛) = 1; ⟨𝑁⟩ =
ஶ

෍
௡ୀ଴

𝑛𝑃(𝑛) = λ.

Перша тотожність вказує, що 𝑃(𝑛) є правильно нормовані и̮мовірно-
сті, тим часом як друге підтверджує наш висновок для ⟨𝑁⟩. Обчисліть
середнє квадратичне відхилення ൻ(1−⟨𝑁⟩)ଶൿ.

4.2. Розпад скалярної частки. Розглянемо лаґранжіан з двома діи̮сними
скалярними полямиΦ та ϕ:

ℒ = ଵ
ଶ(∂ஜΦ)

ଶ − ଵ
ଶ𝑀

ଶΦଶ + ଵ
ଶ(∂ஜϕ)

ଶ − ଵ
ଶ𝑚

ଶϕଶ − µΦϕϕ.

Останніи̮ член є взаємодією, що дозволяє частці Φ розпадатися на дві час-
тки ϕ за умови, що 𝑀 > 2𝑚. Припускаючи, що цю умову виконано, обчи-
сліть час життя часткиΦ в наи̮нижчому порядку за µ.

4.3. Лінійна сиґма-модель. Взаємодію піонів при низькіи̮ енерґіı̈ мо-
жна описати феноменолоґічною моделлю, що називається лінійною си-
ґма-моделлю. Власне, ця модель складається з 𝑁 діи̮сних скалярних полів,
пов’язаних ϕସ-взаємодією, симетричною відносно обертань 𝑁 полів. Де-
тальніше, нехаи̮Φ௜(𝑥) = 1,… ,𝑁 є набором 𝑁 полів з гамільтоніаном

𝐻 = න𝑑ଷ𝐱 ቀଵଶ(Π
௜)ଶ + ଵ

ଶ(∇Φ
௜)ଶ + 𝑉(Φଶ)ቁ,

де (Φ௜)ଶ = Φ ⋅ Φ і
𝑉(Φଶ) = ଵ

ଶ𝑚
ଶ(Φ௜)ଶ + ஛

ସ൫(Φ
௜)ଶ൯ଶ

є функцією, симетричною відносно обертань поляΦ. Для (класичних) кон-
фігураціи̮ поляΦ௜ , постіи̮них у просторі та часі, лише цеи̮ вираз дає внесок
у гамільтоніан 𝐻; отже, 𝑉 є потенціи̮ною енерґією поля.

(Якии̮ стосунок має цеи̮ гамільтоніан до сильноı̈ взаємодіı̈? Існує два ти-
пи легких кварків u і d. Ці кварки ідентичні відносно сильноı̈ взаємодіı̈,
проте мають різні маси. Якщо кварки безмасові, то гамільтоніан сильноı̈
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взаємодіı̈ інваріантнии̮ відносно унітарних перетворень 2-компонентного
об’єкта (u, d):

ቆu
d
ቇ → exp(𝑖α ⋅ σ/2)ቆu

d
ቇ .

Це перетворення називається ізоспіновим обертанням. Крім того, якщо
сильна взаємодія описується векторним „глюонним“ полем (що є справе-
дливим для КХД), гамільтоніан сильноı̈ взаємодіı̈ інваріантнии̮ відносно
ізоспінових обертань, здіи̮снюваних окремо для лівих і правих компонен-
тів кварковихполів. Такимчином, повна симетрія вКХДздвомабезмасови-
ми кварками є 𝑆𝑈(2)×𝑆𝑈(2). Відомо, що 𝑆𝑂(4), ґрупа обертань 4-вимірного
простору, є ізоморфною ґрупі 𝑆𝑈(2) × 𝑆𝑈(2), тож для 𝑁 = 4 лініи̮на сиґма-
модель має ту ж ґрупу симетріı̈, що и̮ сильна взаємодія.)

(a) Проаналізуи̮те лініи̮ну сиґма-модель для 𝑚ଶ > 0, зважаючи на те, що
для λ = 0 наведении̮ вище гамільтоніан є точною сумою гамільтоні-
анів 𝑁 незалежнии̮ полів Кляи̮на–Ґордона. Тоді можна обчислити ам-
плітуди розсіяння, як пертурбативнии̮ ряд за параметром λ. Покажіть,
що пропаґатор дорівнює

Φ௜(𝑥)Φ௝(𝑦) = δ௜௝ 𝐷ி(𝑥 − 𝑦),

де 𝐷ி —стандартнии̮ пропаґатор Кляи̮на–Ґордона для маси 𝑚, і що є
одна вершина, задана відповідно до правила:

= −2𝑖λ(δ௜௝δ௞௟ + δ௜௟δ௝௞ + δ௜௞δ௝௟).

(це означає, що вершина між двома Φଵ і двома Φଶ має значення −2𝑖λ;
а між чотирмаΦଵ вершина має значення−6𝑖λ.) Обчисліть у головному
порядку за λ диференціи̮нии̮ переріз 𝑑σ/𝑑Ω, у системі ЦМдля процесів
розсіяння

ΦଵΦଶ → ΦଵΦଶ, ΦଵΦଵ → ΦଶΦଶ і ΦଵΦଵ → ΦଵΦଵ

як функціı̈ енерґіı̈ центру мас.
(b) Тепер розглянемо випадок 𝑚ଶ < 0: 𝑚ଶ =−µଶ. У цьому разі 𝑉 має ло-

кальнии̮ максимум, а не мінімум. Оскільки 𝑉 є потенціи̮ною енерґією,
то основнии̮ стан теоріı̈ перебуває не поблизу Φ௜ = 0, а отримується
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при зсуві Φ௜ у напрямку до мінімуму 𝑉. Внаслідок обертальноı̈ інварі-
антності можна припустити, що цеи̮ зсув відбуватиметься в напрямку
𝑁-го компонента. Тоді запишемо

Φ௜(𝑥) = π௜(𝑥), 𝑖 = 1,… ,𝑁 − 1,
Φே(𝑥) = 𝑣 + σ(𝑥),

де 𝑣—константа, обрана з умови мінімізаціı̈ 𝑉 (тут π௜ позначає піонне
поле; не плутати з канонічним імпульсом). Покажіть, що в цих нових
координатах (при підстановці замість 𝑣 відповідного виразу через па-
раметри λ та µ) отримуємо теорію з масивним полем σ і 𝑁−1 безмасо-
вими піонними полями, що взаємодіють через складові в потенціи̮ніи̮
енерґіı̈ третього и̮ четвертого степеня, які стають малими при λ → 0.
Створіть феи̮нманові правила, вказавши такі значення для пропаґато-
рів і вершин:

σ σ =

π௜ π௝ =

(c) Обчисліть амплітуду розсіяння для процесу
π௜(𝑝ଵ)π௝(𝑝ଶ) → π௞(𝑝ଷ)π௟(𝑝ସ)

у головному порядку за λ. Тут дають внесок чотири діаґрами

+ + +

Покажіть, що на межі (𝐩௜ = 0) сума цих діаґрам дає нуль. (Підказка:
можливо, буде простіше спершу розглянути окремии̮ процес πଵπଵ →
πଶπଶ, для якого лише перша та четверта діаґрами ненульові, а потім
переходитидозагальноговипадку.)Покажіть,щодля𝑁 = 2 (одинсорт
піонів) член порядку 𝒪(𝑝ଶ) також скорочується.

(d) Додамо до 𝑉 член, що порушує симетрію:
Δ𝑉 = −𝑎Φே,

де 𝑎—(мала) константа. (В КХД такии̮ член виникає, якщо 𝑢 і 𝑑 мають
однакову ненульову масу.) Знаи̮діть нове значення 𝑣, що мінімізує 𝑉,
і опишіть теорію поблизу цієı̈ точки. Покажіть, що піон набуває маси
порядку𝑚ଶ

஠ ∼ 𝑎 і що піонна амплітуда розсіяння при пороговіи̮ енерґіı̈
тепер не зникає і також пропорціи̮на 𝑎.
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4.4. Резерфордове розсіяння. Переріз розсіяння електрона кулоновим
полем ядра можна обчислити в наи̮нижчому порядку без квантування еле-
ктромаґнітного поля. Натомість розглядатимемоцеполе, як класичнии̮ по-
тенціал 𝐴ஜ(𝑥). Гамільтоніан взаємодіı̈ є

𝐻ூ = න𝑑ଷ𝐱 𝑒 ψ̄γஜψ𝐴ஜ,

де ψ(𝑥)—звичаи̮не квантоване діракове поле.

(a) Покажіть, що елемент 𝑇-матриці для електронного розсіяння на лока-
лізованому класичному потенціалі в наи̮нижчому порядку є

⟨𝑝ᇱ| 𝑖𝑇 |𝑝⟩ = −𝑖𝑒 𝑢̄(𝑝ᇱ)γஜ𝑢(𝑝) ⋅ ෥𝐴ஜ(𝑝ᇱ − 𝑝),
де ෥𝐴௠𝑢(𝑞)—чотиривимірне фур’є-перетворення потенціалу 𝐴ஜ(𝑥).

(b) Якщо 𝐴ஜ(𝑥) не залежить від часу, то и̮ого фур’є-перетворення містить
дельта-функцію від енерґіı̈. Тоді природно визначити

⟨𝑝ᇱ| 𝑖𝑇 |𝑝⟩ ≡ 𝑖ℳ ⋅ (2π)δ(𝐸௙ − 𝐸௜),
де 𝐸௜ і 𝐸௙ є початковою та кінцевою енерґіями частки, і прии̮няти нове
феи̮нманове правило для обчисленняℳ:

= −𝑖𝑒 γஜ෥𝐴ஜ(𝐪),

де ෥𝐴ஜ(𝐪) є тривимірне фур’є-перетворення 𝐴ஜ(𝑥). При такому визна-
ченніℳ покажіть, що переріз розсіяння на постіи̮ному в часі и̮ локалі-
зованому потенціалі є

𝑑σ = 1
𝑣௜

1
2𝐸௜

𝑑ଷ𝑝௙
(2π)ଷ

1
2𝐸௙

หℳ(𝑝௜ → 𝑝௙)ห
ଶ (2π)δ(𝐸௙ − 𝐸௜),

де 𝑣௜ —початкова швидкість частки. Ця формула є природною моди-
фікацією формули (4.79). Проінтеґруи̮те по 𝑝௙|, щоб знаи̮ти простии̮
вираз для 𝑑σ/𝑑Ω.

(c) Розгляньте окремии̮ випадок розсіяння електрона кулоновим потен-
ціалом (𝐴଴ = 𝑍𝑒/4π𝑟). У нерелятивістському наближенні отримаи̮те
формулу Резерфорда

𝑑σ
𝑑Ω = αଶ𝑍ଶ

4𝑚ଶ𝑣ଶ sinସ(θ/2).

(Якщо скористатися деякими обчислювальними прии̮омами з § 5.1, не
виникає труднощів при розрахунку будь-яких перерізів розсіяння в
релятивістському випадку; див. Задачу 5.1.)
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Врешті-решт, після трьох великих розділів, присвячених формалізму, ми
готові здіи̮снити низку справжніх релятивістських обчислень, розпочати
вивчення передбачень КЕД. Спершу повернемося до до вже розглянутого
в Розділі 1 процесу анігіляціı̈ електрон-позитронних пар у пари більш важ-
ких ферміонів. Цеи̮ засадничии̮ процес ми детально розберемо в трьох на-
ступних параґрафах. Відтак, у §§ 5.4 і 5.5 проведемо ще кілька простих роз-
рахунківКЕД. Задачі наприкінці розділу стосуютьсядеяких іншихпроцесів,
які описує квантова електродинаміка. Повнішии̮ викладКЕДможна знаи̮ти
в книгах [33] і [8].

§5.1. eାeି → µାµି: вступ

Реакція eାeି → µାµି є наи̮простішою з усіх реакціи̮ у КЕД і водночас однією
з наи̮важливіших у фізиці високих енерґіи̮. Вона є фундаментальною для
розуміння всіх реакціи̮, що відбуваються на eାeି колаи̮дерах. Насправді са-
ме цеи̮ процес використовується для калібрування колаи̮дерів. Пов’язании̮
з ним процес eାeି → qq̄ (утворення пари кварк-антикварк) виявляється
надзвичаи̮но корисним при вивченні властивостеи̮ елементарних часток.

У цьому параґрафі ми обчислимо неполяризований переріз для eାeି →
µାµି у наи̮нижчому порядку теоріı̈ збурень. У Розділі 1, вдавшись до еле-
ментарних міркувань, ми вгадали відповідь (1.8) для граничного випадку,
коли всі ферміони є безмасовими. Тепер можемо послабити цю умову і вра-
хувати при обчисленнях масу мюона. Врахування маси електрона не наба-
гато важче, але позбавлено сенсу, оскільки співвідношення𝑚e/𝑚ஜ ≈ 1/200
значно менше, ніж похибка, що ı̈ı̈ вносять члени вищого порядку пертурба-
тивного ряду. Застосувавши феи̮нманові правила з § 4.8 можна зобразити
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діаґраму и̮ виписати вираз для амплітуди процесу:

= 𝑣̄௦ᇲ(𝑝ᇱ)൫ − 𝑖𝑒γஜ൯𝑢௦(𝑝)ቆ
−𝑖𝑔ஜ஝
𝑞ଶ ቇ 𝑢̄௥(𝑘)൫ − 𝑖𝑒γ஝൯𝑣௥ᇲ(𝑘ᇱ).

Трохи переробивши цеи̮ вираз і вилучивши спінові індекси, одержимо

𝑖ℳ(eି(௣)eା(௣ᇱ) → ஜି(௞)ஜା(௞ᇱ)) = 𝑖𝑒ଶ
𝑞ଶ (𝑣̄(𝑝

ᇱ)γஜ𝑢(𝑝)) ൫𝑢̄(𝑘)γஜ𝑣(𝑘ᇱ)൯ . (5.1)

Цеи̮ результат дляℳ має простии̮ вигляд, але ще не надто яснии̮ і зрозумі-
лии̮.

Для обчислення диференціи̮ного перерізу мусимо отримати вираз для
|ℳ|ଶ, а отже, слід знаи̮ти комплексно-спряжену величину до ℳ. Компле-
ксне спряження добутку біспінорів на зразок 𝑣̄γஜ𝑢 можна провести так:

(𝑣̄γஜ𝑢)∗ = 𝑢̄ற൫γஜ൯ற൫γ଴൯ற𝑣 = 𝑢̄ற൫γஜ൯றγ଴𝑣 = 𝑢̄றγ଴γஜ𝑣 = 𝑢̄γஜ𝑣.

(Ще одне свідчення зручності використання діракового спряження.) Отже,
квадрат матричного елемента:

|ℳ|ଶ = 𝑒ସ
𝑞ସ (𝑣̄(𝑝

ᇱ)γஜ𝑢(𝑝)𝑢̄(𝑝)γ஝𝑣(𝑝ᇱ)) ൫𝑢̄(𝑘)γஜ𝑣(𝑘ᇱ)𝑣̄(𝑘ᇱ)γ஝𝑢(𝑘)൯ . (5.2)

Ми досі вільні у виборі конкретних спінорів 𝑢௦(𝑝), 𝑣̄௦(𝑝) і т. д., що відповід-
ають будь-якому бажаному спіновому стану ферміонів. Проте в реальних
експериментах важко (хоча, в принципі, можливо) контролювати спінові
стани. Для цього треба підготувати початковии̮ стан з поляризованих ча-
сток і/або аналізувати кінцевии̮ стан, використовуючи залежне від спіну
багаторазове розсіяння. У більшості дослідів електронні та позитронні пу-
чки не поляризовані, тому вимірювании̮ переріз є середнім за спінами еле-
ктрона та позитрона 𝑠 і 𝑠ᇱ. Мюонні детектори зазвичаи̮ неспроможні визна-
чити поляризацію, тому вимірювании̮ переріз є сумою за спінами мюонів 𝑟
і 𝑟ᇱ.

Якщо таким чином позбутися інформаціı̈ про спіни, вираз для |ℳ|ଶ стає
істотно простішим. Ми хочемо обчислити

ଵ
ଶ෍

௦

ଵ
ଶ෍

௦ᇲ
෍
௥
෍
௥ᇲ
หℳ(𝑠, 𝑠ᇲ → 𝑟, 𝑟ᇱ)หଶ.
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Сума за спінами проводиться із застосуванням співвідношень повноти
(§ 3.3):

෍
௦

𝑢௦(𝑝)𝑢̄௦(𝑝) = /𝑝 +𝑚; ෍
௦

𝑣௦(𝑝)𝑣̄௦(𝑝) = /𝑝 −𝑚. (5.3)

Виписавши явно спінові індекси в першому множнику (5.2), щоб вільно пе-
реставити 𝑣 до 𝑣̄, маємо

෍
௦,௦ᇲ

𝑣̄௦ᇲ௔ (𝑝ᇱ)γஜ௔௕𝑢௦௕(𝑝)𝑢̄௦௖(𝑝)γ஝௖ௗ𝑢௦
ᇲ
ௗ (𝑝ᇱ) = (/𝑝ᇱ −𝑚)ௗ௔γஜ௔௕(/𝑝 + 𝑚)௕௖γ஝௖ௗ =

= Tr ൣ(/𝑝ᇱ −𝑚)γஜ(/𝑝 + 𝑚)γ஝൧.

Аналоґічно вчинивши з другим множником, ми діи̮демо до бажаного нами
спрощення:

ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = 𝑒ସ
4𝑞ସ Tr ቂ(/𝑝

ᇱ −𝑚e)γஜ(/𝑝 + 𝑚e)γ஝ቃ ×

×Tr ቂ(/𝑘ᇱ −𝑚ஜ)γஜ(/𝑘 + 𝑚ஜ)γ஝ቃ.
(5.4)

Спінори 𝑢 і 𝑣 зникли, залишивши нас із чітким та зрозумілим виразом, за-
писанимчерезγ-матриці. Такапроцедурамає загальнии̮ характер: будь-яка
амплітуда КЕД, щомістить зовнішні ферміони, після піднесення до квадра-
ту и̮ підсумовування або усереднення за спінами набуває вигляду сліду від
добутку діракових матриць.

Технолоґія слідів

Цеи̮ останніи̮ крок навряд чи призвів би до суттєвого покращення ситуаціı̈,
якбинамдовелося брати слідиматрицьбезпосередньо. ПротеФеи̮нманви-
явив, що можна значно спростити роботу, скориставшись алґебраı̈чними
властивостями γ-матриць. Оскільки обчислення таких слідів є важливою
частиною практичних розрахунків у КЕД, то ми зробимо відступ, щоб ґрун-
товно розібратися з цим питанням.

Отже, ми хочемо обчислити слід від добутку 𝑛 ґамма-матриць, де 𝑛 =
0, 1, 2, … . (Для нашоı̈ мети потрібно 𝑛 = 2, 3, 4.) Випадок 𝑛 = 0 надзвичаи̮но
простии̮: Tr 𝟏 = 4. Взяти слід від однієı̈ γ-матриці також легко. З явного
вигляду матриць у кіральному представленні маємо

Tr γஜ = Trቆ 0 σஜ
σ̄ஜ 0 ቇ = 0.
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Буде корисно одержати цеи̮ результат абстрактнішимшляхом, якии̮ можна
узагальнити для будь-якоı̈ непарноı̈ кількості γ-матриць:

Tr γஜ = Tr γହγହγஜ (оскільки (γହ)ଶ = 1)
= −Tr γହγஜγହ (оскільки {γஜ, γହ} = 0)
= −Tr γହγହγஜ (використана циклічна властивість сліду)
= −Tr γஜ.

Оскільки слід від γஜ дорівнює самому собі зі знаком мінус, то він є нульо-
вим. Для 𝑛 γ-матриць ми отримаємо 𝑛 мінусів на другому кроці (коли пере-
ставляємо другу матрицю γହ направо), тому слід дорівнює нулю, якщо 𝑛 є
непарним.

Щоб узяти слід від добутку двох γ-матриць, знову скористаємося и̮ого
антикомутаціи̮ними та циклічними властивостями:

Tr γஜγ஝ = Tr ൫2𝑔ஜ஝ ⋅ 𝟏 − γ஝γஜ൯ (антикомутація)
= 8𝑔ஜ஝ − Tr γஜγ஝ (циклічна перестановка).

Звідси Tr γஜγ஝ = 4𝑔ஜ஝. Таким самим чином можна взяти слід від будь-якоı̈
парноı̈ кількості γ-матриць: треба переставити першу γ-матрицю через ре-
шту направо, застосувавши співвідношення антикомутаціı̈, після чого, ско-
риставшись циклічною властивістю, повернути ı̈ı̈ наліво. Так, для сліду чо-
тирьох γ-матриць маємо

Tr ൫γஜγ஝γ஡γ஢൯ = Tr ൫2𝑔ஜ஝γ஡γ஢ − γ஝γஜγ஡γ஢൯ =
= Tr ൫2𝑔ஜ஝γ஡γ஢ − γ஝2𝑔ஜ஡γ஢ + γ஝γ஡2𝑔ஜ஢ − γ஝γ஡γ஢γஜ൯.

Застосувавшициклічність до останнього доданка і перемістивши и̮ого в лі-
ву частину рівняння, ми знаи̮демо

Tr ൫γஜγ஝γ஡γ஢൯ = 𝑔ஜ஝ Tr γ஡γ஢ − 𝑔ஜ஡ Tr γ஝γ஢ + 𝑔ஜ஢ Tr γ஝γ஡ =
= 4൫𝑔ஜ஝𝑔஡஢ − 𝑔ஜ஡𝑔஝஢ + 𝑔ஜ஢𝑔஝஡൯.

Цим способом завжди можна звести слід від 𝑛 γ-матриць до суми слідів від
(𝑛 − 2) γ-матриць. Неважко вивести вираз для 𝑛 = 6, проте він містить
п’ятнадцять членів (кількість способів ґрупування шести індексів на пари,
щоб отримати доданки 𝑔ஜ஝𝑔஡஢𝑔஑ஒ). Нащастя, ніде в нашому курсі це не зна-
добиться. (А проте, якщо у вас виникне потреба обчислювати складні слі-
ди, можливо, буде корисно навчитися працювати з однією з комп’ютерних
проґрам, що вміють маніпулювати діраковими матрицями.)

Починаючи з § 5.2, нам часто доведеться брати сліди, що містять матри-
цю γହ. Оскільки γହ = 𝑖γ଴γଵγଶγଷ, то слід від добутку γହ на будь-яку непарну
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кількість інших γ-матриць дорівнює нулю. Також легко показати, що слід
від самоı̈ γହ є нульовим:

Tr γହ = Tr ൫γ଴γ଴γହ൯ = −Tr ൫γ଴γହγ଴൯ = −Tr ൫γ଴γ଴γହ൯ = −Tr γହ.
Такии̮ прии̮ом спрацьовує і для Tr(γஜγ஝γହ), якщо вставити два множники
γ஑ з індексом α, що відрізняється від µ та ν. Першии̮ ненульовии̮ слід з
γହ дає добуток, якии̮ містить чотири інші γ-матриці з різними значення-
ми індексів, а в іншому раз, коли (µνρσ) не є перестановкою від (0123),
Tr γஜγ஝γ஡γ஢γହ = 0. З правил антикомутаціı̈ також випливає, що переста-
новка будь-яких двох індексів призводить просто до зміни знаку сліду,
тож Tr γஜγ஝γ஡γ஢γହ є пропорціи̮ним εஜ஝஡஢. Константа пропорціи̮ності дорів-
нює−4𝑖, що легко перевірити підстановкою (µνρσ) = (0123).

Отже, для зручності зведемо всі наші результати для слідів:
Tr ൫𝟏൯ = 4,

Tr ൫непарна кількість γ൯ = 0,
Tr ൫γஜγ஝൯ = 4𝑔ஜ஝,

Tr ൫γஜγ஝γ஡γ஢൯ = 4൫𝑔ஜ஝𝑔஡஢ − 𝑔ஜ஡𝑔஝஢ + 𝑔ஜ஢𝑔஝஡൯,
Tr ൫γହ൯ = 0,

Tr ൫γஜγ஝γହ൯ = 0,
Tr ൫γஜγ஝γ஡γ஢γହ൯ = −4𝑖εஜ஝஡஢.

(5.5)

Вирази, одержані з застосуванням останньоı̈ формули, можна істотно
спростити за допомогою наступних тотожностеи̮:

ε஑ஒஓஔε஑ஒஓஔ = −24,
ε஑ஒஓஜε஑ஒஓ஝ = −6δஜ஝,
ε஑ஒஜ஝ε஑ஒ஡஢ = −2൫δஜ஡δ஝஢ − δஜ஢δ஝஡൯.

(5.6)

Іǆх легко вивести, вдавшись до міркувань симетріı̈ і зробивши явне обчи-
слення в окремому випадку для визначення спільноı̈ константи. Ще одна
корисна тотожність дозволяє обернути порядок γ-матриць під знаком слі-
ду:

Tr ൫γஜγ஝γ஡γ஢⋯൯ = Tr ൫⋯γ஢γ஡γ஝γஜ൯. (5.7)
Для доведення цього співвідношення розглянемо матрицю 𝐶 ≡ γ଴γଶ (опе-
ратор зарядового спряження). Вона задовольняє умовам 𝐶ଶ = 1 і 𝐶γஜ𝐶 =
−൫γஜ൯் . Таким чином, якщо ми маємо 𝑛 γ-матриць під знаком сліду, то

Tr ൫γஜγ஝⋯൯ = Tr ൫𝐶γஜ𝐶𝐶γ஝𝐶 ⋯൯ =
= (−1)௡ Tr ൣ൫γஜ൯்൫γ஝൯்⋯൧ =
= Tr ൫⋯γ஝γஜ൯.
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оскільки слід є нульовимуразі непарного𝑛. Легкопоказати,що тотожність
(5.7) також справедлива, якщо слід містить одну або більше матриць γହ.

Коли під слідом знаходиться скалярнии̮ добуток двох γ-матриць, ı̈х мо-
жна легко виключити ще до обчислення самого сліду. Наприклад,

γஜγஜ = 𝑔ஜ஝γஜγ஝ = ଵ
ଶ𝑔ஜ஝{γ

ஜ, γ஝} = 𝑔ஜ஝𝑔ஜ஝ = 4. (5.8)

Наступнітотожності згортання, які легко доводяться за допомогою спів-
відношень антикомутаціı̈, можна застосовувати, колиміж скалярним добу-
тком двох γ-матриць знаходяться інші діракові матриці:

γஜγ஝γஜ = −2γ஝,
γஜγ஝γ஡γஜ = 4𝑔஝஡,

γஜγ஝γ஡γ஢γஜ = −2γ஢γ஡γ஝.
(5.9)

Відзначимо зворотнии̮ порядок індексів в останніи̮ тотожності.

Неполяризований переріз

А зараз повернімося до виразу для квадрату матричного елемента (5.4).
Першии̮ слід, „електрон-позитроннии̮“, є

Tr ൣ(/𝑝ᇱ −𝑚e)γஜ(/𝑝 + 𝑚e)γ஝൧ = 4ൣ𝑝ᇱஜ𝑝஝ + 𝑝ᇱ஝𝑝ஜ − 𝑔ஜ஝(𝑝 ⋅ 𝑝ᇱ +𝑚ଶ
e)൧.

Членипершогопорядку за𝑚 обертаютьсянануль, бомістятьнепарну кіль-
кість γ-матриць. Це справедливо і для „мюонного“ сліду:

Tr ൣ(/𝑘 + 𝑚ஜ)γஜ(/𝑘ᇱ −𝑚ஜ)γ஝൧ = 4ൣ𝑘ஜ𝑘஝ᇱ + 𝑘஝𝑘ஜᇱ − 𝑔ஜ஝(𝑘 ⋅ 𝑘ᇱ +𝑚ଶ
ஜ)൧.

Відтак встановимо 𝑚e = 0, про що ми вже домовлялися на початку цього
параґрафу. Перемноживши ці два вирази і зґрупувавши всі члени, маємо
простии̮ результат:

ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = 8𝑒ସ
𝑞ସ ൣ(𝑝 ⋅ 𝑘)(𝑝

ᇱ ⋅ 𝑘ᇱ) + (𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ)(𝑝ᇱ ⋅ 𝑘) + 𝑚ଶ
ஜ(𝑝 ⋅ 𝑝ᇱ)൧ . (5.10)

Для отримання більш явноı̈ формули слід обрати спеціальну систему
відліку і записати вектори 𝑝, 𝑝ᇱ, 𝑘, 𝑘ᇱ, 𝑞 у термінах основних кінематичних
змінних— енерґіи̮ та кутів розсіяння— уціи̮ системі. На практиці вибір си-
стеми відліку диктують умови експерименту, але ми, як правило, обирати-
мемо наи̮зручнішу для нас систему центру мас и̮ обчислюватимемо в ніи̮
перерізи розсіяння. У ціи̮ системі початкові та кінцеві 4-імпульси для реа-
кціı̈ eାeି → µାµି можна записати наступним чином:
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Для обчислення квадрату матричного елемента нам знадобляться такі
співвідношення:

𝑞ଶ = (𝑝 + 𝑝ᇱ)ଶ = 4𝐸ଶ; 𝑝 ⋅ 𝑝ᇱ = 2𝐸ଶ;
𝑝 ⋅ 𝑘 = 𝑝ᇱ ⋅ 𝑘ᇱ = 𝐸ଶ − 𝐸|𝐤| cos θ; 𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ = 𝑝ᇱ ⋅ 𝑘 = 𝐸ଶ + 𝐸|𝐤| cos θ.

Тепер ми можемо переписати (5.10) у термінах 𝐸 та θ:
ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = 8𝑒ସ
16𝐸ସ ቂ𝐸ଶ(𝐸 − |𝐤| cos θ)ଶ+

+ 𝐸ଶ(𝐸 + |𝐤| cos θ)ଶ + 2𝑚ଶ
ஜ𝐸ଶቃ =

= 𝑒ସቈቆ1 +
𝑚ଶ

ஜ
𝐸ଶ ቇ + ቆ1 −

𝑚ଶ
ஜ

𝐸ଶ ቇ cosଶ θ቉ .

(5.11)

Нам залишається підставити цеи̮ вираз у формулу для перерізу, отриману
в § 4.5. Оскільки в кінцевому стані ми маємо лише дві частки і працюємо
в системі ЦМ, то можемо використати спрощену формулу (4.84). У нашіи̮
задачі |𝑣𝒜 − 𝑣ℬ| = 2 і 𝐸𝒜 = 𝐸ℬ = 𝐸цм/2, отже

𝑑σ
𝑑Ω = 1

2𝐸ଶ
цм

|𝐤|
16πଶ𝐸цм

⋅ ଵସ ෍
спіни

|ℳ|ଶ =

= αଶ
4𝐸ଶ

цм
ඨ1 − 𝑚ଶ

ஜ
𝐸ଶ ቈቆ1 +

𝑚ଶ
ஜ

𝐸ଶ ቇ + ቆ1 −
𝑚ଶ

ஜ
𝐸ଶ ቇ cosଶ θ቉ .

(5.12)

Інтеґруючи по 𝑑Ω знаходимо повнии̮ переріз:

σtotal =
4παଶ
3𝐸ଶ

цм
ඨ1 − 𝑚ଶ

ஜ
𝐸ଶ ቆ1 +

𝑚ଶ
ஜ

𝐸ଶ ቇ. (5.13)

У межі високих енерґіи̮, коли 𝐸 ≫ 𝑚ஜ, ці формули дають результат, якии̮
ми одержали в Розділі 1:

𝑑σ
𝑑Ω −−−−→

ா≫௠ಔ

αଶ
4𝐸ଶ

цм
൫1 + cosଶ θ൯;

σtotal −−−−→ா≫௠ಔ

4παଶ
3𝐸ଶ

цм
ቆ1 − 3

8൬
𝑚ஜ
𝐸 ൰ −⋯ቇ .

(5.14)
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Відзначимо, що ці вирази мають правильну розмірність перерізу. В на-
ближенні високих енерґіи̮𝐸цм залишається єдинимрозмірнимпараметром
у задачі, тому аналіз розмірності вимагає, щоб σtotal ∝ 𝐸ିଶ

цм . Оскільки ми від
самого початку знали, що σtotal ∝ αଶ, то вся наша робота зводилася до ви-
значення множника 4π/3.

Залежність повного перерізу від енерґіı̈ за формулою (5.13) біля по-
рогу реакціı̈ показано на Рис. 5.1. Певна річ, переріз стає нульовим при

Рис. 5.1. Залежність від енерґіı̈ повного перерізу розсіяння для eାeି →
ஜାஜି порівняно з енерґетичною залежністю „фазового простору“.

𝐸цм < 2𝑚ஜ. Цікаво порівняти наявну криву з тією, яку можна отримати з
припущення, що квадрат матричного елемента не залежить від енерґіı̈, а
вся така залежність виникає з фазового об’єму |𝐤|/𝐸. Для перевірки кван-
товоı̈ електродинаміки експеримент має бути здатним визначати відхиле-
ння від наı̈вних „фазово-просторових“ розрахунків. Результати дослідів з
народження пар µ і τ лептонів підтверджують,що ці частки поводяться від-
повідно до передбаченьКЕД. На Рис. 5.2 формула (5.13) порівнюється з екс-
периментальними даними біля порогу народження τାτି.

Перед подальшим обговоренням наших результатів зробимо паузу і по-
вторимо всі етапи ı̈х одержання. Цеи̮ метод безпосереднім чином поширю-
ється на обчислення неполяризованих перерізів для інших процесів КЕД.
Загальна процедура є такою:

1. Зображаємо діаґрами потрібного процесу.

2. Застосовуємо феи̮нманові правила, щоб написати вираз для ампліту-
диℳ.
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Рис. 5.2. Співвідношення ஢(eାeି → தାதି)/஢(eାeି → ஜାஜି) біля порогу на-
родження пар தାதି за даними колабораціı̈ DELCO (W. Bacino, et. al., Phys. Rev.
Lett.41, 13 (1978)). Врахованолише த-розпади, тому загальнии̮масштабма-
лии̮. Крива узгоджується з теоретичною формулою (5.13) з невеликою по-
правкою на наявність незалежного від енерґіı̈ фону. Обробка результатів
дає௠த ୀ ଵ଻଼ଶାଶି଻ МеВ.

3. Підносимо и̮ого до квадрату и̮ усереднюємо або підсумовуємо за
спіновими станами, використовуючи співвідношення повноти (5.3).
(Для процесів за участю фотонів існують аналоґічні співвідношення
повноти, які ми виведемо в § 5.5.)

4. Обчислюємо сліди на підставі теорем (5.5), зґруповуємо члени і ма-
ксимально спрощуємо результат.

5. Переходимо до спеціальноı̈ системи відліку і зображаємо картину кі-
нематичних змінних у ціи̮ системі. Виписуємо всі вектори 4-імпульсів
через зручнии̮ набір змінних на зразок 𝐸 та θ.

6. Підставляємо остаточнии̮ вираз для квадрату матричного елемента
у формулу для перерізу (4.79) и̮ інтеґруємо по тих змінних у фазово-
му просторі, які не вимірюються в експерименті, для отримання ди-
ференціи̮ного перерізу в належному вигляді. (У нашому випадку ін-
теґрування проводилося по імпульсах 𝐤ᇱ і |𝐤| при виведенні формули
(4.84).)
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Хоча інші обчислення (а надто ж ті, що містять петльові діаґрами) часто
потребують додаткових прии̮омів, мало які розрахунки в КЕД обходяться
без наведених тут основних процедур.

Народження пар кварк-антикварк

Асимптотична залежність від енерґіı̈ формулидля перерізу процесу eାeି →
µାµି встановлює масштаб для всіх перерізів eାeି-анігіляціı̈. Особливо ва-
жливим прикладом є переріз для

eାeି → адрони,

тобто повнии̮ переріз утворення довільноı̈ кількості часток, що беруть
участь у сильніи̮ взаємодіı̈.

За сучасними уявленнями про сильну взаємодію, що випливають з те-
оріı̈, яка називається квантовою хромодинамікою (КХД), всі адрони скла-
даються з діракових ферміонів, кварків. Кварки поділяються на різні типи,
названі ароматами, також кожен з них має певну масу та електричнии̮ за-
ряд. Крім того, у кожного кварка є ще одне квантове число, колір, яке може
набувати одного з трьох значень. Як ми побачимо в Розділі 17, колір у КХД
відіграє таку ж роль, що и̮ електричнии̮ заряд у КЕД.

Відповідно до КЕД, наи̮простішим eାeି-процесом, що призводить до на-
родження адронів, є

eାeି → qq̄,
анігіляція електрона та позитрона через віртуальнии̮ фотон з утворення
пари кварк-антикварк. Після свого народження ці кварки сильно взаємоді-
ють між собою, утворюючи нові кваркові пари, які зрештою об’єднуються
в певну кількість мезонів та баріонів.

Щоб перенести результати з утворення мюонів на процес за участю
кварків, ми маємо вдатися до таких модифікаціи̮:

1. Замінити електричнии̮ заряд мюона 𝑒 на електричнии̮ заряд кварка
𝑄|𝑒|;

2. Врахувати кожен кварк тричі— по одному разу на кожен колір;

3. Включити ефекти сильноı̈ взаємодіı̈ для народженоı̈ пари кварк-ан-
тикварк.

З першимидвома змінами впоратися досить легко. Для врахуванняпер-
шого пункту треба просто знати маси та заряди кожного кваркового аро-
мату. Для u-, c-, і t-кварків маємо 𝑄 = ଶ/ଷ, а для d-, s-, і b-кварків—𝑄 = −ଵ/ଷ.



162 Розділ 5. Елементарні процеси квантовоı̈ електродинаміки

Формули для перерізу пропорціи̮ні квадрату заряду частки в кінцевому
стані, тому ми можемо просто вставити множник 𝑄ଶ у будь-яку з цих фор-
мул і отримаємо переріз для народження кожного різновиду кварків. Вра-
хування кольору необхідно з тієı̈ причини, що в експериментах вимірює-
ться лише повнии̮ переріз народження кварків усіх трьох кольорів. (Адро-
ни,щофіксуютьсядетекторами, безбарвні.) В кожномуразі, цеи̮ підрахунок
простии̮: досить помножити відповідь на 3.

А проте, якщо ви бодаи̮ трохи знаєте про сильну взаємодію, то можете
подумати, що все це лише невдалии̮ жарт. Зрозуміло, що здіи̮снити третю
модифікацію надзвичаи̮но важко, і вона радикальним чином змінить роз-
рахункиКЕД! Та хоч якценедивно, але внаближенні високих енерґіи̮ впли-
вом сильноı̈ взаємодіı̈ на процес народження кварків можна цілком знехту-
вати. Як ми з’ясуємо в третьому томі, єдиним ефектом від сильноı̈ взаємо-
діı̈ в цьому наближенні є одягання кварків у кінцевому стані з утворенням
адронних пучків. Таке спрощення пояснюється явищем, яке називається
асимптотичною свободою; воно відіграє провідну роль у визнанні кванто-
воı̈ хромодинаміки правильною теорією сильноı̈ взаємодіı̈.

Отже, в межі високих енерґіи̮ ми очікуємо, що переріз реакціı̈ eାeି →
qq̄ наближатиметься до 3 ⋅ 𝑄ଶ ⋅ 4παଶ/3𝐸цм. Для таких процесів прии̮нято
використовувати

1 одиниця 𝑅 ≡ 4παଶ
3𝐸ଶ

цм
= 86, 8 нбарн
(𝐸цм в ҐеВ)ଶ . (5.15)

Тобто, величина перерізу в одиницях 𝑅 визначається и̮ого співвідноше-
нням до асимптотичного значення перерізу eାeି → µାµି, одержаного за
формулою (5.14). В експериментах наи̮простіше виміряти повну и̮мовір-
ність народження всіхможливих типів адронів. У високоенерґетичномуна-
ближенні ми очікуємо, що

σ(eାeି → адрони) −−−−→
ாцм→ஶ

3 ⋅ ቆ෍
௜

𝑄ଶ
௜ ቇ𝑅, (5.16)

де сума береться за всіма типами (ароматами) кварків, чиı̈ маси менші від
𝐸цм/2. Коли значення 𝐸цм/2 наближається до маси одного з кварків, силь-
на взаємодія призводить до істотних відхилень від цієı̈ формули. Наи̮ви-
разніше цеи̮ ефект виявляється в утворенні зв’язаних станів при значенні
енерґіı̈ трохи меншіи̮, ніж 𝐸цм = 2𝑚q, що призводить до виникнення дуже
гострих піків у величині перерізу.

Експериментальні результати для перерізу eାeି-анігіляціı̈ з народжен-
ням адронів при енерґіях від 2, 5 до 40 ҐеВ показані на Рис. 5.3. Дані утво-
рюють три чіткі зони: зону низьких енерґіи̮, де народжуються пари u-, d-, і
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s-кварків; зону за порогом народження пар c-кварків; зону за порогом на-
родження пар b-кварків. Результати, одержані з формули (5.16), зображе-
но суцільною лінією; вони добре узгоджуються в кожніи̮ зоні з дослідними
даними, поки енерґія далека від порогів, де високоенерґетичне наближен-
ня стаєнепридатним.Пунктирноюлінієюпоказано теоретичні розрахунки
з поправками вищих порядків квантовоı̈ хромодинаміки, які ми розгляне-
мо в § 17.2 (Том III). Пояснення величини перерізу eାeି-анігіляціı̈ є визна-

Рис. 5.3.Експериментальні результатидляперерізу реакціı̈ eାeି → адрони
на підставі даних, узагальнених у М. Swartz, Phys. Rev. D53, 5268 (1996). У
статті присутні вичерпні посилання на різні експерименти. Вимірювання
порівнюються з розрахунками квантовоı̈ хромодинаміки (див. у тексті). Су-
цільна лінія відображає прості обчислення за формулою (5.16).

чним успіхом КХД. Зокрема, експериментальне підтвердження множника
3 у (5.16) вважається одним з доказів існування кваркового кольору.

Залежність диференціи̮ного перерізу анігіляціı̈ від кута також спостері-
галася експериментально19. При високих енерґіях народжені адрони утво-
рюють струмені, тобто скупчення кількох адронів, що рухаються прибли-
зно в одному напрямку. У більшості випадків присутні два струмені з про-
тилежними імпульсами, і ı̈хніи̮ розподіл справді має кутову залежність
(1 + cosଶ θ).
19Ґрунтовнии̮ огляд утворення адронів у високоенерґетичних процесах eశeష-анігіляціı̈ мо-
жна знаи̮ти в P. Duinker, Rev. Mod. Phys. 54, 325 (1982).
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§5.2. eାeି → µାµି: спіральна структура
Неполяризовании̮ переріз реакціı̈ загалом нескладно обчислити (і вимі-
ряти), проте и̮ого важко інтерпретувати. Що означає кутова залежність
(1+cosଶ θ)?Мизнаи̮демовідповідьнацепитання, обчислившипереріз про-
цесу eାeି → µାµି окремо для кожного набору спінових орієнтаціи̮.

Насамперед слід обрати базис поляризованих станів. Для отримання
простоı̈ відповіді в наближенні високих енерґіи̮ наи̮кращимваріантомбуде
квантувати кожнии̮ спін за напрямком руху частки, тобто використовува-
ти стани з визначеною спіральністю. Згадаи̮мо, що в межі нульових мас ді-
ракові частки з правою та лівою спіральністю перетворюються за різними
представленнями ґрупи Лоренца. Отже, ми можемо сподіватися, що вони
поводяться незалежно. Так насправді і є.

У цьому параґрафі ми розрахуємо поляризовании̮ переріз реакціı̈
eାeି → µାµି у спіральному базисі двома різними способами. Першии̮—
з застосуванням техніки обчислення слідів і операторів проектування на
стані з визначеною спіральністю. Другии̮— безпосередньо підставивши у
формулу для амплітудиℳ явні вирази для спінорів. Впродовж усього па-
раґрафу ми працюватимемо у високоенерґетичному наближенні, коли всі
ферміони ефективно безмасові. (Можна провести обчислення і для низь-
ких енерґіи̮, проте технічно вонинабагато складніші, а ı̈х результатине ста-
нуть від того повчальнішими.)20

Відправним пунктом для обох методів обчислення поляризованого пе-
рерізу є вираз (5.1) для амплітуди розсіяння. З міркувань зручності ми на-
водимо и̮ого ще раз:

𝑖ℳ(eି(௣)eା(௣ᇱ) → ஜି(௞)ஜା(௞ᇱ)) = 𝑖𝑒ଶ
𝑞ଶ (𝑣̄(𝑝

ᇱ)γஜ𝑢(𝑝)) ൫𝑢̄(𝑘)γஜ𝑣(𝑘ᇱ)൯ . (5.1)

Як і раніше, ми хочемо використати тотожності для спінових сум і за-
писати квадрат амплітуди через сліди, але наразі збираємося розглядати
кожен набір поляризаціи̮ окремо. Щоб зробити це, відзначимо, що для без-
масових ферміонів матриці

1 + γହ
2 = ቆ0 0

0 1ቇ ,
1 − γହ
2 = ቆ1 0

0 0ቇ (5.17)

є проекційними операторами на праві та ліві спінори відповідно. Отже,
якщо у виразі (5.1) здіи̮снити заміну

𝑣̄(𝑝ᇱ)γஜ𝑢(𝑝) → 𝑣̄(𝑝ᇱ)γஜቆ1 + γହ
2 ቇ𝑢(𝑝),

20Загальнии̮ формалізм для S-матриці між станами визначеноı̈ спіральності викладено в
чудовіи̮ статті M. Jacob and G. C. Wick, Ann. Phys. 7, 404 (1959).
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то амплітуда для правополяризованого електрона не зміниться, тоді як
для лівополяризованого стане нульовою. А оскільки

𝑣̄(𝑝ᇱ)γஜቆ1 + γହ
2 ቇ𝑢(𝑝) = 𝑣ற(𝑝ᇱ)ቆ1 + γହ

2 ቇ γ଴γஜ𝑢(𝑝), (5.18)

то ця ж заміна вимагає, щоб 𝑣(𝑝ᇱ) також був правополяризованим спіно-
ром. А як ми встановили у § 3.5, правии̮ спінор 𝑣(𝑝ᇱ) відповідає лівополяри-
зованому позитрону. Звідси випливає, що амплітуда анігіляціı̈ є нульовою і
тому випадку, коли і електрон, і позитрон правополяризовані. Загалом, ам-
плітуда дорівнює нулю (у безмасовому наближенні) в усіх випадках за ви-
нятком ситуаціı̈, коли електрон та позитрон мають протилежні спірально-
сті— або, що еквівалентно, відповідні ı̈м спінори мають однакову спіраль-
ність.

Зробивши підстановку проекціи̮них операторів, ми можемо взяти суму
за спінами електрона и̮ позитрона у квадраті амплітуди. З чотирьох членів
у ціи̮ сумі лише один (саме тои̮, що нам потрібен) не є нульовим. Електрон-
на частина |ℳ|ଶ для правополяризованого електрона і лівополяризовано-
го позитрона є

෍
спіни

ቤ𝑣̄(𝑝ᇱ)γஜቆ1 + γହ
2 ቇ𝑢(𝑝)ቤ

ଶ
=

= ෍
спіни

𝑣̄(𝑝ᇱ)γஜቆ1 + γହ
2 ቇ𝑢(𝑝) 𝑢̄(𝑝)γ஝ቆ1 + γହ

2 ቇ 𝑣(𝑝ᇱ) =

= Trቈ/𝑝ᇱγஜቆ
1 + γହ
2 ቇ /𝑝γ஝ቆ

1 + γହ
2 ቇ቉ =

= Trቈ/𝑝ᇱγஜ/𝑝γ஝ቆ
1 + γହ
2 ቇ቉ =

= 2൫𝑝ᇱஜ𝑝஝ + 𝑝ᇱ஝𝑝ஜ − 𝑔ஜ஝𝑝 ⋅ 𝑝ᇱ − 𝑖ε஑ஜஒ஝𝑝஑ᇱ𝑝ஒ൯.

(5.19)

Індекси µ та ν в цьому виразі мають згорнутися з відповідними інде-
ксами мюонноı̈ частини квадрату амплітуди при перемноженні цих двох
частин. Для лівополяризованого µା і правополяризованого µି таке ж саме
обчислення дає

෍
спіни

ቤ𝑢̄(𝑘ᇱ)γஜቆ
1 + γହ
2 ቇ 𝑣(𝑘)ቤ

ଶ
=

= 2൫𝑘ஜ𝑘஝ᇱ + 𝑘஝𝑘ஜᇱ − 𝑔ஜ஝𝑘 ⋅ 𝑘ᇱ − 𝑖ε஡ஜ஢஝𝑘஡𝑘
ᇲ஢൯.

(5.20)
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Помноживши (5.19) на (5.20), знаходимо,що квадрат амплітуди для eିோeା௅ →
µିோµା௅ у системі ЦМ є

|ℳ|ଶ = 4𝑒ସ
𝑞ସ ቂ2(𝑝 ⋅ 𝑘)(𝑝

ᇱ ⋅ 𝑘ᇱ) + 2(𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ)(𝑝ᇱ ⋅ 𝑘)−

− ε஑ஜஒ஝ε஡ஜ஢஝𝑝஑ᇱ𝑝ஒ𝑘஡𝑘
ᇲ஢ቃ =

= 8𝑒ସ
𝑞ସ ቂ(𝑝 ⋅ 𝑘)(𝑝

ᇱ ⋅ 𝑘ᇱ) + (𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ)(𝑝ᇱ ⋅ 𝑘)−

− (𝑝 ⋅ 𝑘)(𝑝ᇱ ⋅ 𝑘ᇱ) + (𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ)(𝑝ᇱ ⋅ 𝑘)ቃ =

= 16𝑒ସ
𝑞ସ (𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ)(𝑝ᇱ ⋅ 𝑘) =

= 𝑒ସ(1 + cos θ)ଶ.

(5.21)

Підставивши цеи̮ результат у (4.85) маємо диференціи̮нии̮ переріз:

𝑑σ
𝑑Ω൫e

ି
ோe

ା
௅ → µିோµା௅ ൯ =

αଶ
4𝐸ଶ

цм
(1 + cos θ)ଶ. (5.22)

Немає потреби повторювати обчислення, щоб отримати інші три не-
нульові спіральні амплітуди. До прикладу, квадрат амплітуди для eିோe

ା
௅ →

µି௅µାோ є маи̮же ідентичним (5.20) за винятком знаку мінус перед γହ у лівіи̮
и̮ого частині, а, отже, у правіи̮ треба замінити ε஡ஜ஢஝ на −ε஡ஜ஢஝. Врахувавши
цю заміну в (5.21), ми побачимо, що

𝑑σ
𝑑Ω൫e

ି
ோe

ା
௅ → µି௅µାோ൯ =

αଶ
4𝐸ଶ

цм
(1 − cos θ)ଶ. (5.23)

Так само,

𝑑σ
𝑑Ω൫e

ି
௅ e

ା
ோ → µିோµା௅ ൯ =

αଶ
4𝐸ଶ

цм
(1 − cos θ)ଶ;

𝑑σ
𝑑Ω൫e

ି
௅ e

ା
ோ → µି௅µାோ൯ =

αଶ
4𝐸ଶ

цм
(1 + cos θ)ଶ.

(5.24)

(Ці два результати насправді випливають із двох попередніх завдяки 𝑃-ін-
варіантності.) Як ми бачили з (5.18), решта дванадцять спіральних перері-
зів (наприклад для eିோe

ା
௅ → µି௅µା௅ ) дорівнюють нулю. Підсумувавши всі ші-

стнадцять внесків і розділившина 4для усереднення за спінами електрона
та позитрона, ми ми знову одержимо вираз (5.14) для неполяризованого
перерізу в безмасовому наближенні.
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Рис. 5.4.Збереженнямоменту імпульсу вимагає,щобпривимірюванні и̮ого
складовоı̈ уздовж осі ௭ вона мала таке ж значення, що и̮ на початку.

Зазначимо, що переріз (5.22) для eିோe
ା
௅ → µିோµା௅ стає нульовим при θ =

180∘. Це саме те, чого ми очікували, оскільки для θ = 180∘ повнии̮ момент
імпульсу кінцевого стану єпротилежнимдомоменту імпульсупочаткового
стану (див. Рис. 5.4).

На цьому завершається наше перше обчислення поляризованого пере-
різу для eାeି → µାµି. Тепер ми повторимо наші розрахунки іншим спосо-
бом—прямішим, яснішим і менш складним. Обчислюватимемо амплітуду
ℳ (що є краще, ніж ı̈ı̈ квадрат) безпосередньо, з використанням явних ви-
разів для спінорів і γ-матриць. Цеи̮ метод має своı̈ недоліки: по-перше, він
змушує нас уже від самого початку обрати певну систему відліку, через що
втрачається явна лоренц-інваріантність; по-друге, з практичного погляду
він дуже громіздкии̮, за винятком наближень у нерелятивістськіи̮ та уль-
трарелятивістськіи̮ межі.

Знову розглянемо амплітуду

ℳ= 𝑒ଶ
𝑞ଶቀ𝑣̄(𝑝

ᇱ)γஜ𝑢(𝑝)ቁቀ𝑢̄(𝑘)γஜ𝑣(𝑘ᇱ)ቁ. (5.25)

У високоенерґетичному наближенні наші загальні вирази для діракових
спінорів стають такими:

𝑢(𝑝) = ቆ√𝑝 ⋅ σ ξඥ𝑝 ⋅ σ̄ ξቇ −−−→ா→ஶ
√2𝐸ቌ

1
2(1 − ෝ𝐩 ⋅ σ)ξ
1
2(1 + ෝ𝐩 ⋅ σ)ξ

ቍ ;

𝑣(𝑝) = ቆ−√𝑝 ⋅ σ ξ−ඥ𝑝 ⋅ σ̄ ξቇ −−−→ா→ஶ
√2𝐸ቌ

−12(1 − ෝ𝐩 ⋅ σ)ξ

−12(1 + ෝ𝐩 ⋅ σ)ξ
ቍ .

(5.26)

Правии̮ спінор задовольняє умові (ෝ𝐩 ⋅ σ)ξ = +ξ, а лівии̮— (ෝ𝐩 ⋅ σ)ξ = −ξ. (Ще
раз нагадаємо, що для античасток поляризація спінора протилежна поля-
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ризаціı̈ самоı̈ частки.) Ми маємо обчислити вирази вигляду 𝑣̄γஜ𝑢, тому нам
знадобиться формула

γ଴γஜ = ቆ0 1
1 0ቇቆ

0 σஜ
σ̄ஜ 0 ቇ . (5.27)

Відтак ми ясно бачимо, що амплітуда є нульовою, якщо один із спінорів
правии̮, а іншии̮ лівии̮. За термінолоґією Розділу 1, коефіцієнти Клебша–
Ґордана, що зв’язують векторнии̮ фотон с добутком таких спінорів, дорів-
нюють нулю; власне, ці коефіцієнти є недіаґональними елементамиматри-
ці γ଴γஜ в кіральному представленні.

Оберімо 𝑝 та 𝑝ᇱ спрямованими вздовж осі 𝑧, протилежно один до одно-
го, і спершу розглянемо випадок, коли електрон є правополяризованим, а
позитрон—лівополяризованим:

Тоді для електрона маємо ξ = ( ଵ଴ ), що відповідає спіну, орієнтованому в
напрямку+𝑧, а для позитрона— ξ = ( ଴ଵ ), що також відповідає (фізичному)
спіну в напрямку+𝑧. Для обох часток (ෝ𝐩 ⋅ σ)ξ = +ξ, тому спінори є

𝑢(𝑝) = √2𝐸⎛

⎝

0
0
1
0

⎞

⎠

; 𝑣(𝑝ᇱ) = √2𝐸⎛

⎝

0
0
0
−1

⎞

⎠

. (5.28)

Таким чином, електронна частина матричного елемента:

𝑣̄(𝑝ᇱ)γஜ𝑢(𝑝) = 2𝐸 (0, −1) σஜቆ10ቇ = −2𝐸 (0, 1, 𝑖, 0). (5.29)

Цеи̮ вираз ми можемо інтерпретувати так, що віртуальнии̮ фотон має кру-
гову поляризацію в напрямку+𝑧, а и̮ого вектор поляризаціı̈ є εା = ଵ/√ଶ(ො𝐱 +
𝑖 ො𝐲).

Далі маємо обчислити мюонну частину матричного елемента. Припу-
стимо, що µି вилітає під кутом θ до осі 𝑧, і передовсім розглянемо випадок,
коли він правополяризовании̮ (а µା лівополяризовании̮):
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Для обчислення 𝑢̄(𝑘)γஜ𝑣(𝑘ᇱ) ми могли б повернутися до виразів (5.26),
але тоді мусили б знаи̮ти правильні спінори ξ, що відповідають поляриза-
ціı̈ вздовж імпульсу мюона. Зручніше вдатися до такого прии̮ому: оскільки
будь-якии̮ вираз на зразок ψ̄γஜψ перетворюється, як 4-вектор, ми можемо
просто трансформувати результат (5.29). Здіи̮снивши поворот вектора на
кут θ у площині 𝑥𝑧, знаи̮демо

𝑢̄(𝑘)γஜ𝑣(𝑘ᇱ) = ൣ𝑣̄(𝑘ᇱ)γஜ𝑢(𝑘)൧∗ =
= ൣ − 2𝐸 (0, cos θ, 𝑖, − sin θ)൧∗ =
= −2𝐸 (0, cos θ, −𝑖, − sin θ).

(5.30)

Цеи̮ вектор знову можна інтерпретувати, як поляризацію віртуального
фотона; якщо вона не ортоґональна до (5.29), то ми одержимо ненульову
амплітуду. Підставивши (5.29) і (5.30) у (5.25), ми бачимо, що амплітуда є

ℳ൫eିோeା௅ → µିோµା௅ ൯ =
𝑒ଶ
𝑞ଶ (2𝐸)

ଶ(− cos θ − 1) = −𝑒ଶ(1 + cos θ), (5.31)

у цілковитіи̮ відповідності (включно зі знаком мінус) з (1.6) і (5.21). Дифе-
ренціи̮нии̮ переріз для цього набору спіральностеи̮ так само можна отри-
мати з формули (4.85), що приводить нас до виразу (5.22).

Інші три ненульові спіральні амплітуди обчислюються аналоґічно. Для
лівополяризованого електрона і правополяризованого позитрона легко
знаходимо

𝑣̄(𝑝ᇱ)γஜ𝑢(𝑝) = −2𝐸 (0, 1, −𝑖, 0) ≡ −2𝐸 ⋅ √2 εஜି.

Здіи̮снивши поворот, щоб отримати вектор, якии̮ відповідає лівополяризо-
ваному µି і правополяризованому µା, маємо

𝑢̄(𝑘)γஜ𝑣(𝑘ᇱ) = −2𝐸 (0, 𝑐𝑜𝑠θ, 𝑖, sin θ).

Підставивши ці вирази в різних комбінаціях у (5.25), одержимо решту ам-
плітуд:

ℳ൫eି௅ eାோ → µି௅µାோ൯ = −𝑒ଶ(1 + cos θ);
ℳ൫eିோeା௅ → µି௅µାோ൯ = ℳ൫eି௅ eାோ → µିோµା௅ ൯ = −𝑒ଶ(1 − cos θ). (5.32)

§5.3. eାeି → µାµି: нерелятивістська межа
Переи̮демо тепер до іншого кінця енерґетичного спектру і розглянемо реа-
кцію eାeି → µାµି у гранично нерелятивістському наближенні. Коли 𝐸 ли-
ше трохи більша за масу мюона 𝑚ஜ, наш попередніи̮ результат (5.12) для
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неполяризованого диференціи̮ного перерізу стане таким:

𝑑σ
𝑑Ω −−−→

|𝐤|→଴

αଶ
2𝐸ଶ

цм
ඨ1 − 𝑚ଶ

ஜ
𝐸ଶ = αଶ

2𝐸ଶ
цм

|𝐤|
𝐸 . (5.33)

Ми можемо відтворити цеи̮ результат, провівши обчислення амплітуди з
явними виразами для спінорів, і заразом дізнаємося дещо про спінову за-
лежність процесу. Знову почнемо з матричного елемента:

ℳ= 𝑒ଶ
𝑞ଶቀ𝑣̄(𝑝

ᇱ)γஜ𝑢(𝑝)ቁቀ𝑢̄(𝑘)γஜ𝑣(𝑘ᇱ)ቁ.

Електрон та позитрон, як і раніше, є релятивістськими частками,21 тому

Рис. 5.5. У нерелятивістському наближенні загальнии̮ спін системи збері-
гається, тому обидва народжені мюони мають спіни орієнтовані в напрям-
ку ା௭.

вираз матиме наи̮простішии̮ вигляд, якщо обрати для них стани з визначе-
ною спіральністю. Нехаи̮ електрон є правополяризованим і рухається в на-
прямку +𝑧, а лівополяризовании̮ позитрон— у напрямку −𝑧. Тоді з (5.29)
маємо

𝑣̄(𝑝ᇱ)γஜ𝑢(𝑝) = −2𝐸 (0, 1, 𝑖, 0). (5.34)
В іншіи̮ половині матричного елемента треба використати нерелятивіст-
ськии̮ вираз

𝑢(𝑘) = √𝑚ቆξξቇ , 𝑣(𝑘ᇱ) = √𝑚ቆ−ξ
ᇱ

−ξᇱቇ (5.35)

Приподальшому розгляді в цьому параґрафі слід мати на увазі, що спінор ξᇱ
дає перевернутии̮ спін античастки. Залишившимюонні спінори ξ і ξᇱ наразі
21Бо інакше ı̈х анігіляція не призведе до утворення мюонів. (Прим. перекл.)
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невизначеними, ми легко обчислимо:

𝑢̄(𝑘)γஜ𝑣(𝑘ᇱ) = 𝑚 (ξற, ξற)ቆσ̄
ஜ 0
0 σஜቇቆ

−ξᇱ
−ξᇱቇ =

= ൝0 для µ = 0,
−2𝑚 ξறσ௜ξᇱ для µ = 𝑖.

(5.36)

Для знаходженняℳ візьмемо скалярнии̮ добуток (5.34) і (5.36), а потім
помножимо и̮ого на 𝑒ଶ/𝑞ଶ = 𝑒ଶ/4𝑚ଶ. В результаті,

ℳ൫eିோeା௅ → µାµି൯ = −2𝑒ଶξறቆ0 0
0 1ቇ ξ

ᇱ. (5.37)

Оскільки цеи̮ вираз не залежить від кута, мюони рівномірно вилітають
в усіх напрямках. Точніше кажучи, вони випромінюються в 𝑠-хвилі, і ı̈хніи̮
орбітальнии̮ момент імпульсу дорівнює нулю. Закон збереження моменту
імпульсу вимагає, щоб повнии̮ спін кінцевого стану дорівнював 1, і справ-
ді— добуток матриць дає нуль, якщо спіни мюона и̮ антимюона не орієн-
товані в напрямку+𝑧 (Рис. 5.5).

Для знаходження остаточного результату візьмемо суму за мюонними
спінами і одержимоℳଶ = 4𝑒ସ, що дає формулу для перерізу:

𝑑σ
𝑑Ω൫e

ି
ோe

ା
௅ → µାµି൯ = αଶ

𝐸ଶ
цм

|𝐤|
𝐸 . (5.38)

Такии̮ самии̮ вираз справедливии̮ і для анігіляціı̈ лівополяризованого еле-
ктрона з правополяризованим позитроном. Усереднении̮ за спінами пере-
різ складає 2⋅(1/4) від не усередненого, у цілковитіи̮ відповідності з (5.33).

Зв’язані стани

Досі ми вважали, що початкові та кінцеві стани у процесах розсіяння є ста-
нами окремих ізольованих часток. Проте біля порогу реакціı̈ кулонове при-
тягання між мюонами стає істотнимфактором. При енерґіях трохи нижчих
за порогову µାµି-париможуть утворювати електромаґнітні зв’язані стани.

Зв’язані стани у квантовіи̮ теоріı̈ поля є предметом глибокого та ґрун-
товного розгляду, якии̮ виходить за межі нашого курсу.22 На щастя, багато
відомих у природі зв’язаних станів можна розглядати як нерелятивістські
системи (принаи̮мні, в першому наближенні), у яких внутрішні швидкості
досить малі. Процес народження з вакууму часток, що утворюють зв’язану
22Гарні огляди зі зв’язаних станів у квантовіи̮ теоріı̈ поля можна знаи̮ти у статтях Bodwin,
Yennie, Gregorio, Rev. Mod. Pbys. 57, 723 (1985), і Sapirstein, Yennie, у збірці [35].
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систему є, однак, релятивістським ефектом і потребує для свого описан-
ня методів квантовоı̈ теоріı̈ поля. В цьому параґрафі ми розробимо форма-
лізмдляотриманняамплітуднародженнята знищеннядвочастковихнере-
лятивістських зв’язаних станів. Почнемо з обчислення перерізу утворення
зв’язаного стану µାµି у процесі eାeି-анігіляціı̈.

Розглянемо спершу випадок, коли спіни позитрона та електрона орі-
єнтовані в напрямку +𝑧. З попереднього обговорення ми знаємо, що спі-
ни обох мюонів будуть орієнтовані так само, і єдинии̮ зв’язании̮ стан, якии̮
може виникнути, матиме спін 1 такоı̈ ж орієнтаціı̈. Амплітуда народження
вільних мюонів у ціи̮ конфігураціı̈ є

ℳ൫ ↑↑→ 𝐤ଵ ↑, 𝐤ଶ ↑ ൯ = −2𝑒ଶ (5.39)
і не залежить від імпульсів (𝐤ଵ і 𝐤ଶ) мюонів.

Далі мимаємо з’ясувати, як записати зв’язані стани через стани вільних
часток. У загальному випадку, для двочасткових систем з однаковими ма-
сами складових положення центру мас і відносні координати є

𝐑 = ଵ
ଶ(𝐫ଵ + 𝐫ଶ), 𝐫 = 𝐫ଵ − 𝐫ଶ, (5.40)

Відповідні ı̈м імпульси:

𝐊 = 𝐤ଵ + 𝐤ଶ, 𝐤 = ଵ
ଶ(𝐤ଵ − 𝐤ଶ). (5.41)

Повнии̮ імпульс 𝐊 у системі ЦМ дорівнює нулю. Якщо ми знаємо силу вза-
ємодіı̈ між частками (для µାµି це кулонова сила), то можемо розв’язати
нерелятивістське рівняння Шродинґера і знаи̮ти шродинґерову хвильову
функціюψ(𝐫). Зв’язані стани є просто лініи̮ною суперпозицією вільних ста-
нів з визначеними 𝐫 або 𝐤, зважених за цією хвильовою функцією. Для на-
шихцілеи̮ зручнішепобудуватитаку суперпозиціюв імпульсномупросторі,
застосувавши до ψ(𝐫) перетворення Фур’є:

෥ψ(𝐤) = න𝑑ଷ𝐱 𝑒௜𝐤⋅𝐫ψ(𝐫); න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ ห

෥ψ(𝐤)หଶ = 1. (5.42)

Якщоψ(𝐫)має звичаи̮не нормування, ෥ψ(𝐤) дає амплітуду перебування час-
тки у стані з імпульсом 𝐤. Явнии̮ вираз для зв’язаного стану з масою 𝑀 ≈
2𝑚, імпульсом 𝐊 = 0 та спіном 1, спрямованим угору, є

|𝐵⟩ = √2𝑀න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ

෥ψ(𝐤) 1
√2𝑚

1
√2𝑚

|𝐤 ↑, −𝐤 ↑⟩. (5.43)

Множники (1/√2𝑚) перетворює нормовані релятивістським чином стани
вільних часток у такі, що ı̈х інтеґрал з ෥ψ(𝐤) стає нормованим на 1. (Вла-
сне, множник має містити ඥ2𝐸±𝐤, але в нерелятивістському наближенні
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|𝐤| ≪ 𝑚.) Зовнішніи̮ множник √2𝑀 повертає релятивістськи-інваріантне
нормування, яке використовується в нашіи̮ формулі для перерізу. Ці нор-
мувальні множники неважко модифікувати для опису зв’язаного стану з
ненульовим повним імпульсом 𝐊.

Маючи вираз для зв’язаного стану, ми можемо негаи̮но виписати амплі-
туду и̮ого народження:

ℳ൫ ↑↑→ 𝐵൯ = √2𝑀න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ

෥ψ∗(𝐤) 1
√2𝑚

1
√2𝑚

ℳ൫ ↑↑→ 𝐤 ↑, −𝐤 ↑ ൯. (5.44)

Позаяк амплітуда вільного стану (5.39) не залежить від імпульсів мюонів,
то інтеґрал по 𝐤 даєψ∗(0), тобто величину координатноı̈ хвильовоı̈ функціı̈
в точці центру мас. Цілком природно, що амплітуда утворення двочастко-
вого стану точковим віртуальним фотоном має бути пропорціи̮на значен-
ню хвильовоı̈ функціı̈ в нульових координатах. З огляду на те, що в нереля-
тивістському наближенні𝑀 ≈ 2𝑚, отримуємо

ℳ൫ ↑↑→ 𝐵൯ = ඨ 2
𝑀 (−2𝑒ଶ)ψ∗(0). (5.45)

Трохинижчемиобчислимозцієı̈ амплітудипереріз, але спершуузагаль-
нимо наш розгляд на зв’язані стани з довільними спіновими конфігурація-
ми. Аналіз, подібнии̮ до того, що дав нам вираз (5.37), засвідчує, що будь-
якии̮ елемент S-матриці для народження нерелятивістських ферміонів з
імпульсами 𝐤 і−𝐤 має вигляд спінового матричного елемента:

𝑖ℳ൫щось → 𝐤, 𝐤ᇱ൯ = ξறൣΓ(𝐤)൧ξᇱ, (5.46)

де Γ(𝐤) деяка 2 × 2-матриця. Тепер замінимо спінори нормованою хвильо-
вою функцією зв’язаного стану. У щои̮но розглянутому прикладі ми зроби-
ли заміну

ξᇱξற → ቆ01ቇ (1, 1) = ቆ0 0
1 0ቇ . (5.47)

У загальнішому випадку, стан зі спіном 1 можна отримати, замінивши

ξᇱξற → 1
√2

𝐧∗ ⋅ σ, (5.48)

де 𝐧 є одиничним вектором. Вибір 𝐧 = (ො𝐱 + 𝑖 ො𝐲)/√2 дає (5.47), а 𝐧 = (ො𝐱 −
𝑖 ො𝐲)/√2 і 𝐧 = ො𝐳— інші два стани зі спіном 1: ↓↓ і (↑↓ + ↓↑)/√2. (Відноснии̮
знак мінус у (5.48) в останньому випадку з’являється з правила (3.135) для
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перевернутого спіну.) Таким самим чином, стан з нульовим спіном (↑↓ − ↓↑
)/√2 дає заміна

ξᇱξற → 1
√2

𝐈, (5.49)

де 𝐈 позначає одиничну 2 × 2 матрицю. За цими правилами ми можемо пе-
ретворити S-матричнии̮ елемент вигляду (5.46) на S-матричнии̮ елемент
для народження зв’язаного стану у спокоı̈:

𝑖ℳ൫щось → 𝐵൯ = ඨ 2
𝑀 න 𝑑ଷ𝐤

(2π)ଷ
෥ψ∗(𝐤) Tr ቀ𝐧

∗ ⋅ σ
√2

Γ(𝐤)ቁ, (5.50)

де слід береться за індексами двокомпонентного спінора. Для зв’язаного
стану з нульовим спіном треба замінити 𝐧 ⋅ σ на одиничну матрицю 𝐈.

Народження і розпад векторного мезона

З формули (5.45) можна безпосередньо отримати переріз народження
зв’язаних станів µାµି у процесі eାeି-анігіляціı̈. Щоб полегшити розуміння
фізичного сенсу цього виразу, введемо вектори поляризаціı̈ для початко-
воı̈ та кінцевоı̈ спінових конфігураціи̮: εା = (ො𝐱 + 𝑖 ො𝐲)/√2 з (5.29) і 𝐧 з (5.48).
Тепер (5.45) можна переписати в більш інваріантніи̮ формі:

ℳ൫eିோeା௅ → 𝐵൯ = 2
𝑀 (−2𝑒ଶ)(𝐧∗ ⋅ εା)ψ∗(0). (5.51)

Спінова поляризація𝐧проектуєтьсяна εା. У тому випадку, колиполяри-
зація початкових електронів невизначена, переріз народження зв’язаного
стану 𝐵 включає усереднення за поляризаціями:

ଵ
ସ൫|𝐧

∗ ⋅ εା|ଶ + |𝐧∗ ⋅ εି|ଶ൯ = ଵ
ସ൫(𝑛

௫)ଶ + (𝑛௬)ଶ൯. (5.52)

Таким чином, зв’язані стани будуть переважно поляризовані вздовж осі зі-
ткнення електрона та позитрона.

Виходячи зприпущення,щопучок електронів не є поляризованим, і під-
сумовуючи (5.52) за трьома можливими напрямками 𝐧, знаи̮демо насту-
пнии̮ вираз для повного перерізу народження зв’язаного стану:

σ൫eାeି → 𝐵൯ = 1
2
1
2𝑚

1
2𝑚 න 𝑑ଷ𝐊

(2π)ଷ
1
2𝐸𝐊

×

× (2π)ସδ(ସ)(𝑝 + 𝑝ᇱ − 𝐾) 2𝑀(4𝑒ସ)12|ψ(0)|
ଶ.

(5.53)

Відзначимо, що інтеґрал по одночастковому фазовому простору прибирає
лише три з чотирьох дельта-функціи̮. Щоб зрозуміти значення четвертоı̈,
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слід переписати ı̈ı̈, виходячи зі співвідношення δ(𝑝଴−𝐾଴) = 2𝐾଴δ(𝑃ଶ−𝐾ଶ).
Тоді

σ൫eାeି → 𝐵൯ = 64πଷαଶ |ψ(0)|
ଶ

𝑀ଷ δ(𝐸ଶ
цм −𝑀ଶ). (5.54)

Ця остання дельта-функція вказує на те, що повна енерґія в системі ЦМмає
дорівнювати загальніи̮ масі зв’язаних часток. Таким чином, зв’язании̮ стан
народжується як резонанс в електрон-позитроніи̮ анігіляціı̈. Якщо він має
скінченнии̮ часжиття, то дельта-функція розширюється врезонанснии̮ пік.
На практиці, істотнішим механізмом такого розширення є різниця енер-
ґіи̮ окремих електронів та позитронів у пучку. Та в кожному разі, формула
(5.54) правильно передбачає площу під резонансним піком.

Якщозв’язании̮ стан𝐵можеутворюватися з eାeି-пар, то він такожможе
и̮ анігілювати з утворенням пари eାeି чи будь-яких інших достатньо лег-
ких лептонів. Згідно з (4.86), повна ширина для цієı̈ моди розпаду є

Γ൫𝐵 → eାeି൯ = 1
2𝑀 න𝑑Πଶ |ℳ|ଶ, (5.55)

деℳ є тим самим матричним елементом (5.51), за яким ми обчислювали
утворення стану 𝐵. Отже,

Γ = 1
2𝑀 නቆ 1

2π
𝑑 cos θ
2 ቇ 8𝑒

ସ

𝑀 |ψ(0)|ଶ൫|𝐧 ⋅ ε|ଶ + |𝐧 ⋅ ε∗|ଶ൯. (5.56)

Тепермимаємо взяти суму за станамиполяризаціı̈ електронів і усереднити
за трьома можливими значеннями 𝐧. Відтак одержимо

Γ൫𝐵 → eାeି൯ = 16παଶ
3

|ψ(0)|ଶ
𝑀ଶ . (5.57)

Формула для ширини розпаду 𝐵 дуже схожа на переріз и̮ого народження, і
це цілком зрозуміло, адже в обох обчисленнях присутніи̮ квадрат одного и̮
того ж матричного елемента, підсумовании̮ за початковими та кінцевими
поляризаціями. Два обчислення відрізняються лише фазовими об’ємами і
тим, якмипроводили усереднення за поляризаціями. За цієюлоґікою, спів-
відношення між двома величинами,

σ൫eାeି → 𝐵൯ = 4πଶ ⋅ 3Γ൫𝐵 → eାeି൯
𝑀 ⋅ δ(𝐸ଶ

цм −𝑀ଶ), (5.58)

є загальним і цілком незалежним від деталеи̮ обчислення матричного еле-
мента. Множник 3 у (5.58) виник через усереднення за орієнтацією 𝐧; для
зв’язаного стану зі спіном 𝐽 він має дорівнювати (2𝐽 + 1).
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Наи̮відомішим є застосування цього формалізму не до мюонів, а до
зв’язаного стану двох кварків, так званого кварконію. Експериментальні
свідчення утворення зв’язаних пар qq̄ (наприклад, 𝐽/ψ або Υ) присутні на
Рис. 5.2. (Резонансні піки занадто високі и̮ гострі, щоб показати ı̈х на ґра-
фіку, проте ı̈хні розміри були точно виміряні.) Вирази (5.54) і (5.57) треба
помножити на кольоровии̮ фактор 3, щоб отримати переріз народження та
ширину розпаду зв’язаного стану qq̄ зі спіном 1. Значення ψ(0) хвильовоı̈
функціı̈ qq̄ не можна обчислити, виходячи лише з кулоновоı̈ взаємодіı̈, але
можна оцінити на підставі нерелятивістськоı̈ моделі кваркового спектру з
феноменолоґічно підібраним потенціалом. Альтернативно, ми можемо за-
стосувати формулу

Γ൫𝐵(qq̄) → eାeି൯ = 16παଶ𝑄ଶ |ψ(0)|ଶ
𝑀ଶ , (5.59)

щобвизначитиψ(0)для зв’язаного стануqq̄. Доприкладу, стан1𝑆 пари 𝑠𝑠̄ зі
спіном 1, ϕ-мезон, має парціальну ширину розпаду 1, 4 кеВ по каналу eାeି
і масу 1, 02 ҐеВ. З цього ми можемо вивести, що |ψ(0)|ଶ = (1, 2фм)ିଷ. Цеи̮
результат є фізично прии̮нятним, оскільки типові розміри адронів якраз
мають порядок 1 фм.

Наш підхід у цьому параґрафі помітно відрізняється від того, що ми за-
стосовували досі. Замість проведення обчислень на підставі засадничих
принципів, зібрали по частинах наближену формулу, використавши лише
мінімум інструментів квантовоı̈ теоріı̈ поля та квантовоı̈ механіки. А про-
те, ми могли б описати зв’язані стани, цілком виходячи з релятивістського
формалізму. Розглянемо анігіляцію пари eାeି з утворення зв’язаного стану
µାµି, якии̮ потім розпадеться знову на eାeି. Дотримуючись засад нашого
формалізму, можемо представити цеи̮ процес діаґрамою

У кінцевому підсумку він має вигляд eାeି → eାeି (розсіяння Баба́). Що
станеться, якщо ми спробуємо розрахувати переріз цього розсіяння, засто-
сувавши безпосередньо теорію збурень КЕД? Очевидно, пари µାµି не ро-
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блять внеску в деревовидні діаґрами:

+

Проте, переи̮шовшидовищихпорядківпертурбативногоряду,мивиявимо,
поміж інших, такии̮ набір діаґрам:

+ + + ⋯

Для більшості значень 𝐸цм вони дають лише незначні поправки до де-
ревовидного наближення. Та коли 𝐸цм є близькою до порогу народження
µାµି, у діаґрамах, що включають обмін фотонами в мюонніи̮ петлі, стає
істотною кулонова взаємодія між мюонами, тому ı̈хня вага різко зростає.
Підсумувавши внески всіх таких діаґрам, можна показати, що ця сума екві-
валентна рішенню нерелятивістського рівняння Шродинґера.23 Як наслі-
док, у виразі для перерізу з’являється резонанснии̮ пік, площа та ширина
якого задаються формулами (5.54) і (5.57) відповідно.

§5.4. Кросинґ-симетрія

Електрон-мюонне розсіяння

Завершивши розгляд процесу eାeି → µାµି, звернемося тепер до іншого,
але тісно пов’язаного з ним, процесу КЕД: електрон-мюонного розсіяння
eିµି → eିµି. Феи̮нманова діаґрама нижчого порядку є такою самою, як і в
попередньому випадку, лише перевернута набік:

= 𝑖𝑒ଶ
𝑞ଶ 𝑢̄(𝑝ଵ

ᇱ)γஜ𝑢(𝑝ଵ) 𝑢̄(𝑝ଶᇱ)γஜ𝑢(𝑝ଶ)

23Такии̮ аналіз є в книзі Берестецького, Ліфшица і Пітаєвського [8].
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Зв’язок між процесами eାeି → µାµି і eିµି → eିµି стає очевидним, коли ми
обчислимо квадрат амплітуди, усереднении̮ і підсумовании̮ за спінами:

ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = 𝑒ସ
4𝑞ସ Tr ቂ(/𝑝ଵ

ᇱ +𝑚e)γஜ(/𝑝ଵ +𝑚e)γ஝ቃ ×

× Tr ቂ(/𝑝ଶᇱ +𝑚ஜ)γஜ(/𝑝ଶ +𝑚ஜ)γ஝ቃ.

Цеи̮ вираз стане тотожним нашому результату (5.2) для eାeି → µାµି, якщо
зробити підстановки

𝑝 → 𝑝ଵ, 𝑝ᇱ → −𝑝ଵᇱ, 𝑘 → 𝑝ଶᇱ, 𝑘ᇱ → −𝑝ଶ. (5.60)
А тому, замість ще одного обчислення слідів, ми можемо просто провести
таку ж заміну у формулі (5.10). Встановивши𝑚e = 0, знаходимо

ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = 8𝑒ସ
𝑞ସ ቂ(𝑝ଵ ⋅𝑝ଶ

ᇱ)(𝑝ଵᇱ ⋅𝑝ଶ)+(𝑝ଵ ⋅𝑝ଶ)(𝑝ଵᇱ ⋅𝑝ଶᇱ)−𝑚ଶ
ஜ(𝑝ଵ ⋅𝑝ଵᇱ)ቃ. (5.61)

Для продовження розрахунків маємо з’ясувати кінематику процесу, яка те-
пер цілком інша. Обравши за систему відліку центр мас, знову переи̮демо
до основних кінематичних змінних, енерґіı̈ та кута розсіяння:

Потрібні нам комбінаціı̈ є
𝑝ଵ ⋅ 𝑝ଶ = 𝑝ଵᇱ ⋅ 𝑝ଶᇱ = 𝑘(𝐸 + 𝑘); 𝑝ଵᇱ ⋅ 𝑝ଶ = 𝑝ଵ ⋅ 𝑝ଶᇱ = 𝑘(𝐸 = 𝑘 cos θ);
𝑝ଵ ⋅ 𝑝ଶᇱ = 𝑘ଶ(1 − cos θ); 𝑞ଶ = −2𝑝ଵ ⋅ 𝑝ଵᇱ = −2𝑘ଶ(1 − cos θ).

Наш вираз для квадрату стає таким:

ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = 2𝑒ସ
𝑘ଶ(1 − cos θ)ଶ ×

× ቂ(𝐸 + 𝑘)ଶ + (𝐸 + 𝑘 cos θ)ଶ −𝑚ଶ
ஜ(1 − cos θ)ቃ.

(5.62)

Для знаходження перерізу використаємо формулу (4.84), яка за умови, ко-
ли одна з часток є безмасовою, набуває простого вигляду:

ቆ𝑑σ𝑑Ωቇцм
= |ℳ|ଶ
64πଶ(𝐸 + 𝑘)ଶ . (5.63)
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Звідси одержуємо результат для електрон-мюонного розсіяння в системі
ЦМ:

𝑑σ
𝑑Ω = αଶ

2𝑘ଶ(𝐸 + 𝑘)ଶ(1 − cos θ)ଶ ×

× ቂ(𝐸 + 𝑘)ଶ + (𝐸 + 𝑘 cos θ)ଶ −𝑚ଶ
ஜ(1 − cos θ)ቃ.

(5.64)

де 𝑘 = ට𝐸ଶ −𝑚ଶ
ஜ. У високоенерґетичному наближенні ми можемо знехту-

вати и̮ масою мюона, і тоді диференціи̮нии̮ переріз розсіяння:

𝑑σ
𝑑Ω = αଶ

2𝐸ଶ
цм(1 − cos θ)ଶ ቂ4 + (1 + cos θ)ଶቃ. (5.65)

Звернімо увагу на синґулярну поведінку

𝑑σ
𝑑Ω ∝ 1

θସ , при θ → 0 (5.66)

у формулах (5.64) і (5.65). Ця синґулярність є такоюж, як і у формулі Резер-
форда (Задача 4.4). Така поведінка завжди присутня при кулоновому роз-
сіянні; вона виникає через близькість до масовоı̈ поверхні (тобто, 𝑞ଶ ≈ 0)
віртуального фотона.

Кросинґ-симетрія

Застосовании̮ нами прии̮ом для встановлення зв’язку між процесами
eାeି → µାµି і eିµି → eିµି є першим прикладом такого типу перетворень,
відомих як кросинґ-симетрія. В загальному випадку S-матриця будь-якого
процесу, в якому бере участь частка з 4-імпульсом 𝑝 в початковому стані, є
еквівалентною S-матриці для в усьому іншому ідентичного процесу, але з
античасткою в кінцевому стані з 4-імпульсом 𝑘 = −𝑝. Тобто,

ℳ൫ϕ(𝑝) + ⋯ → ⋯൯ = ℳ൫⋯ → ⋯+ ϕ̄(𝑘)൯, (5.67)

де ϕ̄ є античасткою до ϕ, а 𝑘 = −𝑝. (Зазначимо, що за будь-яких обставин 𝑝
і 𝑘 не можуть одночасно мати фізично припустимі значення, оскільки для
частки повинна виконуватись умова 𝑝଴ > 0, а для античастки 𝑘଴ > 0. Отже,
на практиці одну амплітуду можна отримати з іншоı̈ лише за допомогою
аналітичного продовження.)

Співвідношення (5.67) прямо випливає з феи̮нманових правил. Діа-
ґрами, що роблять внесок у ці дві амплітуди, природним чином взаємо-
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пов’язані и̮ різняться між собою лише заміною вхідногоϕ на вихідне ϕ̄. Ти-
пова пара таких діаґрам має вигляд

На першіи̮ діаґрамі імпульси 𝑞௜ , що входять у вершину з решти діаґрами,
мають дати в підсумку −𝑝, тоді як на другіи̮ діаґрамі ı̈хня сума дорівнює
𝑘. Отже, якщо −𝑝 = 𝑘, то ці дві діаґрами однакові, за винятком можли-
воı̈ різниці у множниках за зовнішніми лініями. Якщо ϕ є скалярним бозо-
ном, то такі множники відсутні, і тотожність (5.67) доведено. Для ферміона
аналіз стає складнішим, оскільки співвідношення залежить від домовлено-
стеи̮ про відносні фази зовнішніх спінорів 𝑢 і 𝑣. Просто замінивши 𝑝 на −𝑘
в сумі за поляризаціями ферміонів, ми отримаємо

෍𝑢(𝑝)𝑢̄(𝑝) = /𝑝 +𝑚 = −(/𝑘 −𝑚) = −෍𝑣(𝑘)𝑣̄(𝑘). (5.68)

Знак мінус можна компенсувати зміною домовленості про фазу для 𝑣. На
практиці зручніше взагалі відкидати один знак мінус для кожного кроси-
нґового ферміона. При відповідних домовленостях для спінорів 𝑢(𝑝) і 𝑣(𝑘)
можна довести тотожність (5.67) без усереднення за спінами.

Мандельштамові змінні

Інколи зручно записувати амплітуду розсіяння через такі змінні, які спро-
щують застосування кросинґових перетворень. Для процесів 2 частки →
2 частки це можна зробити наступним чином. Позначимо чотири зовнішні
імпульси, як

Тепер визначимо нові величини, мандельштамові змінні:
s = (𝑝 + 𝑝ᇱ)ଶ = (𝑘 + 𝑘ᇱ)ଶ;
t = (𝑘 − 𝑝)ଶ = (𝑘ᇱ − 𝑝ᇱ)ଶ;
u = (𝑘ᇱ − 𝑝)ଶ = (𝑘 − 𝑝ᇱ)ଶ.

(5.69)
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Величини t іuпереходять одна в іншупри заміні𝑘 ↔ 𝑘ᇱ; прии̮нято визнача-
ти t як квадрат різниці початкового та кінцевого імпульсів двох наи̮більш
схожих часток. Для будь-якого процесу s є квадратом повного початкового
4-імпульсу. Зауважимо, що в разі, коли ми визначимо всі чотири імпульси
як вхідні, значення всіх трьох величин будуть позитивними.

Для ілюстраціı̈ застосування мандельштамових змінних, передовсім
розглянемо квадрат амплітуди для eାeି → µାµି, взявши для простоти
безмасове наближення. За цієı̈ умови ми маємо t = −2𝑝 ⋅ 𝑘 = −2𝑝ᇱ ⋅ 𝑘ᇱ,
u = 2𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ = −2𝑝ᇱ ⋅ 𝑘 і, певна річ, s = (𝑝 + 𝑝ᇱ)ଶ = 𝑞ଶ. Посилаючись на наш
попередніи̮ результат (5.10), знаходимо

= ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = 8𝑒ସ
sଶ

ቂቀ t2ቁ
ଶ
+ ቀu2ቁ

ଶ
ቃ. (5.70)

Для переходу до процесу eିµି → eିµି повернемо діаґраму набік і засто-
суємо кросинґові перетворення, які стають надзвичаи̮но простими в термі-
нах мандельштамових змінних. Наприклад, вони стверджують, що можна
змінити знак імпульсу позитрона𝑝ᇱ і реінтерпретувати и̮ого, як імпульс ви-
хідного електрона. Таким чином, s = (𝑝 + 𝑝ᇱ)ଶ обертається на t—різницю
імпульсів вихідного і вхідного електронів. Відповідно, t переходить у s, а u
не змінюється. Тому для eିµି → eିµି ми можемо негаи̮но записати

= ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = 8𝑒ସ
tଶ

ቂቀ s2ቁ
ଶ
+ ቀu2ቁ

ଶ
ቃ. (5.71)

Легко переконатися, що цеи̮ вираз узгоджується з (5.61) у безмасовому на-
ближенні. Зазначимо, що попри значну схожість (5.70) і (5.71), фізично во-
ни зовсім різні: у першому виразі знаменник є просто sଶ = 𝐸ସ

цм, а другии̮
містить змінну t, що є залежна від кутів і прагне до нуля при θ → 0.

Якщо діаґрама процесу 2 частки → 2 частки містить лише одну вірту-
альну частку, ı̈ı̈ зручно описувати як таку, що перебуває в певному „каналі“.
Самі канали можна визначити з вигляду феи̮нманових діаґрам, і кожен з
них призводить до характерноı̈ залежності перерізу від кута:

s-канал: ℳ ∝ 1
s−𝑚ଶ

ம
;

t-канал: ℳ ∝ 1
t−𝑚ଶ

ம
;
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u-канал: ℳ ∝ 1
u−𝑚ଶ

ம
.

Багато процесів відбуваються більш ніж по одному каналу, і внески від ко-
жного з них мають когерентно додаватися. Так, амплітуда розсіяння Баба́
eାeି → eାeି є сумоюдіаґрам s- и t-каналів, а розсіянняМоллера eିeି → eିeି

проходить по каналах t і u.
Щоб краще відчути змінні s, t і u, обчислимо ı̈х у явному вигляді для

часток однаковоı̈ маси𝑚 у системі ЦМ. Кінематика має звичаи̮нии̮ вигляд:

Тому мандельштамові змінні є

s = (𝑝 + 𝑝ᇱ)ଶ = (2𝐸)ଶ = 𝐸ଶ
цм;

t = (𝑘 − 𝑝)ଶ = −𝑝ଶ sinଶ θ − 𝑝ଶ(cos−1)ଶ = −2𝑝ଶ(1 − cos θ); (5.72)
u = (𝑘ᇱ − 𝑝)ଶ = −𝑝ଶ sinଶ θ − 𝑝ଶ(cos+1)ଶ = −2𝑝ଶ(1 + cos θ).

Звідси ми бачимо, що t → 0 при θ → 0, а u → 0 при θ → π. (Коли маси різні,
граничні значення t і u трохи зсуваються.)

З (5.72) випливає, що для однакових мас 𝑚 усіх чотирьох часток сума
мандельштамових змінних є s + t + u = 4𝐸ଶ − 4𝑝ଶ = 4𝑚ଶ. Це окремии̮
випадок загального співвідношення, яке часто буває корисним:

s+ t+ u =
ସ

෍
௜ୀଵ

𝑚ଶ
௜ , (5.73)

де сума береться за всіма чотирма зовнішніми частками. Цю тотожність
легко довести, підсумувавши всі члени у правіи̮ половині (5.69) і застосу-
вавши закон збереження 4-імпульсу у вигляді (𝑝 + 𝑝ᇱ − 𝑘 − 𝑘ᇱ)ଶ = 0.

§5.5. Комптонове розсіяння

Розглянемо тепер процес, дещо відміннии̮ від тих, з якими ми досі мали
справу,— комптонове розсіяння, або eିγ → eିγ. Обчислимо и̮ого неполяри-
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зовании̮ переріз у нижчому порядку за α. В наших розрахункахми застосує-
мо весь арсенал розглянутих нами методів, зокрема мандельштамові змін-
ні з попереднього параґрафу. Також розвинемо нову техніку для роботи з
зовнішніми фотонами.

Ось наш першии̮ приклад обчислення внесків двох діаґрам:

За вже звичним порядком, феи̮нманові правила вказують нам, як записати
вираз дляℳ. Зазначимо, що оскільки ферміонні частини на обох діаґрамах
однакові, то між двома доданками не виникає відносного знаку мінус. За-
писавши вектори поляризаціı̈ початкового та кінцевого фотонів, як ε஝(𝑘) і
ε∗ஜ(𝑘ᇱ), маємо

𝑖ℳ = 𝑢̄(𝑝ᇱ)(−𝑖𝑒γஜ)ε∗ஜ(𝑘ᇱ)
𝑖(/𝑝 + /𝑘 +𝑚)
(𝑝 + 𝑘)ଶ −𝑚ଶ (−𝑖𝑒γ

஝)ε஝(𝑘)𝑢(𝑝)+

+ 𝑢̄(𝑝ᇱ)(−𝑖𝑒γ஝)ε஝(𝑘)
𝑖(/𝑝 + /𝑘ᇱ +𝑚)
(𝑝 + 𝑘ᇱ)ଶ −𝑚ଶ (−𝑖𝑒γ

ஜ)ε∗ஜ(𝑘ᇱ)𝑢(𝑝) =

= −𝑖𝑒ଶε∗ஜ(𝑘ᇱ)ε஝(𝑘)𝑢̄(𝑝ᇱ)×

× ቈγ
ஜ(/𝑝 + /𝑘 +𝑚)γ஝
(𝑝 + 𝑘)ଶ −𝑚ଶ + γ஝(/𝑝 + /𝑘ᇱ +𝑚)γஜ

(𝑝 + 𝑘ᇱ)ଶ −𝑚ଶ ቃ𝑢(𝑝).

Першніж підносити цеи̮ вираз до квадрату, миможемо зробити певні спро-
щення. Оскільки 𝑝ଶ = 𝑚ଶ і 𝑘ଶ = 0, то знаменники пропаґаторів є

(𝑝 + 𝑘)ଶ −𝑚ଶ = 2𝑝 ⋅ 𝑘 і (𝑝 + 𝑘ᇱ)ଶ −𝑚ଶ = −2𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ.
Для спрощення чисельників скористаємося алґеброю Дірака:

(/𝑝 + 𝑚)γ஝𝑢(𝑝) = (2𝑝஝ − γ஝/𝑝 + γ஝𝑚)𝑢(𝑝) =
= 2𝑝஝𝑢(𝑝) − γ஝(/𝑝 − 𝑚)𝑢(𝑝) =
= 2𝑝஝𝑢(𝑝).

Застосувавши цеи̮ прии̮ом до чисельника кожного пропаґатора, знаходимо
𝑖ℳ = −𝑖𝑒ଶε∗ஜ(𝑘ᇱ)ε஝(𝑘)𝑢̄(𝑝ᇱ)×

× ቈγ
ஜ/𝑘γ஝ + 2γஜ𝑝஝

2𝑝 ⋅ 𝑘 + −γ஝/𝑘ᇱγஜ + 2γ஝𝑝ஜ
−2𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ ቉𝑢(𝑝).

(5.74)
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Суми фотонних поляризацій

Наступним кроком у наших розрахунках має бути піднесення до квадрату
виразу дляℳ і підсумовування (або усереднення) за станами поляризаціı̈
електронів та фотонів. Суму за електронними поляризаціями можна обчи-
слити як і раніше, скориставшись тотожністю∑𝑢(𝑝)𝑢̄(𝑝) = /𝑝+𝑚. Нащастя,
існує схожии̮ прии̮ом і для отримання суми за поляризаціями фотона. Пра-
вильнии̮ рецепт полягає в тому, щоб здіи̮снити заміну

෍
поляризація

ε∗ஜε஝ ⟶−𝑔ஜ஝. (5.75)

Стрілка замість знака рівності вказує,щоцене є справжньоютотожністю. А
проте, така заміна виправдана, поки ε஝ і ε∗ஜ входять до виразу для амплітуди
ℳ.

Для виведення цієı̈ формули розглянемо довільнии̮ процес КЕД, якии̮
має зовнішню фотонну лінію з імпульсом 𝑘:

= 𝑖ℳ(𝑘) ≡ ℳஜ(𝑘)ε∗ஜ(𝑘). (5.76)

Оскільки амплітуда завжди містить ε∗ஜ(𝑘), ми винесли цеи̮ множник окре-
мо і визначилиℳஜ(𝑘) як решту складових амплітудиℳ. Переріз має бути
пропорціи̮ним до

෍
க
หε∗ஜ(𝑘)ℳஜ(𝑘)หଶ =෍

க

ε∗ஜε஝ℳஜ(𝑘)ℳ஝∗(𝑘).

Для простоти зорієнтуємо 𝑘 в напрямку осі 𝑧, тоді 𝑘ஜ = (𝑘, 0, 0, 𝑘). У цьому
разі два вектори поперечноı̈ поляризаціı̈, за якими ми беремо суму, можна
обрати такими:

εஜଵ = (0, 1, 0, 0); εஜଶ = (0, 0, 1, 0).
З урахуванням цих домовленостеи̮, маємо

෍
க
หε∗ஜ(𝑘)ℳஜ(𝑘)หଶ = หℳଵ(𝑘)หଶ + หℳଶ(𝑘)หଶ. (5.77)

Тепер згадаи̮мо з Розділу 4, що зовнішні фотонні лініı̈ породжуються
взаємодією ∫𝑑ସ𝑥 𝑒𝑗ஜ𝐴ஜ, де 𝑗ஜ = ψ̄γஜψ—діраковии̮ вектор струму. Таким чи-
ном,ℳஜ(𝑘) має визначатися матричним елементом гаи̮зенберґового поля
𝑗ஜ:

ℳஜ(𝑘) = න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௞⋅௫⟨𝑓|𝑗ஜ(𝑥)|𝑖⟩, (5.78)
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де початковии̮ та кінцевии̮ стани включають у себе всі частки, крім нашого
фотона.

З класичних рівнянь рухуми знаємо,що струм 𝑗ஜ зберігається: ∂ஜ𝑗ஜ(𝑥) =
0. Вважаючи,щоце справедливо і вквантовіи̮ теоріı̈, миможемопомножити
(5.78) на 𝑘ஜ і тоді отримаємо

𝑘ஜℳஜ(𝑘) = 0. (5.79)
Амплітудаℳ обертаєтьсянануль, якщозамінитивекторполяризаціı̈ фото-
на εஜ(𝑘) на 𝑘ஜ. Це знамените співвідношення відоме яктотожність Варда.
Власне, це є твердженням про збереження струму, що випливає з калібро-
вочноı̈ симетріı̈ (4.6) КЕД.Мидамоформальне доведення тотожності Варда
у § 7.4 і обговоримо деякі тонкощі, що не були враховані в цьомушвидкому
„виведенні“.

Буде корисно прямо перевірити, що комптонова амплітуда (5.74) задо-
вольняє тотожності Варда. Для цього замінимо ε஝(𝑘) на 𝑘஝, або ε∗ஜ(𝑘ᇱ) на 𝑘ஜᇱ,
і проведемо певні маніпуляціı̈ з добутками діракових матриць. В обох ви-
падках, після нескладних алґебраı̈чних вправ, доданки від однієı̈ та іншоı̈
діаґрам взаємно скоротяться, і в кінцевому підсумку ми отримаємо нуль.

Повертаючисьдовиведенняформули (5.75) для сумизаполяризаціями,
ми зауважуємо, що для 𝑘ஜ = (𝑘, 0, 0, 𝑘), тотожність Варда набуває вигляду

𝑘ℳ଴(𝑘) − 𝑘ℳଷ(𝑘) = 0. (5.80)
Отже,ℳ଴ = ℳଷ, і ми маємо

෍
க

ε∗ஜε஝ℳஜ(𝑘)ℳ஝∗(𝑘) = หℳଵหଶ + หℳଶหଶ =

= หℳଵหଶ + หℳଶหଶ + หℳଷหଶ − หℳ଴หଶ =
= −𝑔ஜ஝ℳஜ(𝑘)ℳ஝∗(𝑘).

Таким чином, ми можемо взяти суму за поляризаціями зовнішніх фотонів,
просто замінивши ∑ε∗ஜε஝ на−𝑔ஜ஝.

Це дозволяє нам (звичаи̮но, за умови, що згодом ми в загальному ви-
гляді доведемо тотожність Варда) вільно відкидати в обчисленнях КЕД не-
фізичні часоподібні та поздовжні фотони, бо для будь-якого процесу ква-
драти амплітуд народження таких станів взаємно скорочуються. Неґатив-
на норма стану часоподібного фотона, що викликала в нас занепокоєння
приобговоренніформули (4.134), відіграє в цьому скороченні істотнуроль.

Формула Кляйна–Нішіни

Решта обчислень комптонового розсіяння не вимагає жодних хитрощів, а
лишепевного упорядкування.Ми хочемо усереднити квадрат амплітуди за
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поляризаціями початкових електрона та фотона і підсумувати за поляри-
заціями кінцевих електрона та фотона. Починаючи з виразу (5.74) дляℳ,
знаходимо

ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = 𝑒ସ
4 𝑔ஜ஡𝑔஝஢×

× Tr ቊ(/𝑝ᇱ +𝑚)ቈγ
ஜ/𝑘γ஝ + 2γஜ𝑝஝

2𝑝 ⋅ 𝑘 + γ஝/𝑘ᇱγஜ − 2γ஝𝑝ஜ
2𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ ቉ ×

× (/𝑝 + 𝑚)ቈγ
஢/𝑘γ஡ + 2γ஡𝑝஢

2𝑝 ⋅ 𝑘 + γ஡/𝑘ᇱγ஢ − 2γ஢𝑝஡
2𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ ቉ቋ ≡

≡ 𝑒ସ
4 ቈ

Trଵ
(2𝑝 ⋅ 𝑘)ଶ +

Trଶ
(2𝑝 ⋅ 𝑘)(2𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ) +

Trଷ
(2𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ)(2𝑝 ⋅ 𝑘) +

Trସ
(2𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ)ଶ ቉,

(5.81)

де через Trଵ, Trଶ, Trଷ і Trସ позначені складні сліди. Зазначимо, що Trସ пере-
ходить у Trଵ, якщо замінити 𝑘 на−𝑘ᇱ. Також, оскільки, згідно з (5.7), можна
обернути порядок γ-матриць під слідом, ми бачимо, що Trଶ = Trଷ. Отож ми
маємо обчислити лише Trଵ і Trଶ.

Першии̮ із слідів є
Trଵ = Tr ൣ(/𝑝ᇱ +𝑚)(γஜ/𝑘γ஝ + 3γஜ𝑝஝)(/𝑝 + 𝑚)(γ஝/𝑘γஜ + 2γஜ𝑝஝)൧.

Маємо шістнадцять доданків під знаком сліду, але половина з них містить
непарну кількість γ-матриць, а тому обертається на нуль. Тепер обчислимо,
один за одним, решту вісім доданків. Наприклад,

Tr ൣ/𝑝ᇱγஜ/𝑘γ஝/𝑝γ஝/𝑘γஜ൧ = Tr ൣ(−2/𝑝ᇱ)/𝑘(−2/𝑝)/𝑘൧ =
= Tr ൣ4/𝑝ᇱ/𝑘(2𝑝 ⋅ 𝑘 − /𝑘/𝑝)൧ =
= 8𝑝 ⋅ 𝑘 Tr ൣ/𝑝ᇱ/𝑘൧ =
= 32(𝑝 ⋅ 𝑘)(𝑝ᇱ ⋅ 𝑘).

Застосувавши тотожності згортання (5.8) і (5.9) та інші співвідношення ді-
раковоı̈ алґебри на зразок /𝑝/𝑝 = 𝑝ଶ = 𝑚ଶ, ми можемо звести кожен доданок
у Trଵ до сліду від добутку не більше ніж двох γ-матриць. Коли дим розвіє-
ться, знаи̮демо
Trଵ = 16൫4𝑚ସ − 2𝑚ଶ𝑝 ⋅ 𝑝ᇱ + 4𝑚ଶ𝑝 ⋅ 𝑘 − 2𝑚ଶ𝑝ᇱ ⋅ 𝑘 + 2(𝑝 ⋅ 𝑘)(𝑝ᇱ ⋅ 𝑘)൯. (5.82)
Хоча це не очевидно, наш вираз можна спростити и̮ далі. Щоб побачити,

як це зробити, запровадимо мандельштамові змінні
s = (𝑝 + 𝑘)ଶ = 2𝑝 ⋅ 𝑘 + 𝑚ଶ = 2𝑝ᇱ ⋅ 𝑘ᇱ +𝑚ଶ;
t = (𝑝ᇱ − 𝑝)ଶ = −2𝑝 ⋅ 𝑝ᇱ + 2𝑚ଶ = −2𝑘 ⋅ 𝑘ᇱ;
u = (𝑘ᇱ − 𝑝)ଶ = −2𝑘ᇱ ⋅ 𝑝 + 𝑚ଶ = −2𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ +𝑚ଶ.

(5.83)
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З (5.73) згадаємо, що збереження 4-імпульсу призводить до s+t+u = 2𝑚ଶ.
Переписавши все в термінах змінних s, t, u і застосувавши цю тотожність,
одержимо

Trଵ = 16൫2𝑚ସ +𝑚ଶ(s−𝑚ଶ) − ଵ
ଶ(s−𝑚ଶ)(u−𝑚ଶ)൯. (5.84)

Здіи̮снивши заміну 𝑘 ↔ −𝑘ᇱ, ми можемо негаи̮но записати

Trସ = 16൫2𝑚ସ +𝑚ଶ(u−𝑚ଶ) − ଵ
ଶ(s−𝑚ଶ)(u−𝑚ଶ)൯. (5.85)

Обчислення слідів Trଶ і Trଷ вимагає приблизно такого ж обсягу роботи, яку
ми вже провели. Результат буде

Trଶ = Trଷ = −8൫4𝑚ସ +𝑚ଶ(s−𝑚ଶ) + 𝑚ଶ(u−𝑚ଶ)൯. (5.86)

Зібравширазом усі частини квадратуматричного елемента (5.81) і перепи-
савши s та u через 𝑝 ⋅ 𝑘 і 𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ, остаточно маємо

ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = 2𝑒ସቈ𝑝 ⋅ 𝑘
ᇱ

𝑝 ⋅ 𝑘 + 𝑝 ⋅ 𝑘
𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ +

+ 2𝑚ଶቀ 1
𝑝 ⋅ 𝑘 − 1

𝑝 ⋅ 𝑘ᇱቁ + 𝑚ସቀ 1
𝑝 ⋅ 𝑘 − 1

𝑝 ⋅ 𝑘ᇱቁ
ଶ
቉.

(5.87)

Щоб отримати з цього виразу переріз, треба обрати систему відліку і
зобразити кінематику процесу. Наи̮частіше комптонове розсіяння розгля-
дається в „лабораторніи̮“ системі, де електрон початково перебуває в стані
спокою:

Ми збираємося записати переріз розсіяння через параметри ω і θ. Енерґію
кінцевого стануфотонаωᇱ можна знаи̮ти, скориставшись такимприи̮омом:

𝑚ଶ = (𝑝ᇱ)ଶ = (𝑝 + 𝑘 − 𝑘ᇱ) = 𝑝ଶ + 2𝑝 ⋅ (𝑘 − 𝑘ᇱ) − 2𝑘 ⋅ 𝑘ᇱ =
= 𝑚ଶ + 2𝑚(ω − ωᇱ) − 2ωωᇱ(1 − cos θ),

отже,
1
ωᇱ −

1
ω = 1

𝑚(1 − cos θ). (5.88)
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Останніи̮ рядок є формулою Комптона для зміни довжини хвили фотона.
Проте для наших цілеи̮ корисніше явно виписати вираз дляωᇱ:

ωᇱ = ω
1 + ω

𝑚(1 − cos θ)
. (5.89)

Інтеґрал по фазовому простору в ціи̮ системі відліку є

න𝑑Πଶ = න 𝑑ଷ𝐤ᇱ
(2π)ଷ න 𝑑ଷ𝐩ᇱ

(2π)ଷ
1
2ωᇱ

1
2𝐸ᇱ (2π)

ସδ(ସ)(𝑘ᇱ + 𝑝ᇱ − 𝑘 − 𝑝) =

= න (ωᇱ)ଶ𝑑ωᇱ𝑑Ω
(2π)ଷ

1
4ωᇱ𝐸ᇱ ×

× 2πδ൫ωᇱ +ට𝑚ଶ +ωଶ + (ωᇱ)ଶ − 2ωωᇱ cos θ − ω −𝑚൯ =

= න 𝑑 cos θ
2π

ωᇱ

4𝐸ᇱ
1

ቤ1 + ωᇱ −ωcos θ
𝐸ᇱ ቤ

=

= 1
8π න𝑑 cos θ ωᇱ

𝑚+ω(1 − cos θ) =

= 1
8π න𝑑 cos θ (ω

ᇱ)ଶ
ω𝑚 .

(5.90)

Підставляючи всі вирази в нашу загальну формулу для перерізу (4.79) і
встановивши|𝑣𝒜 − 𝑣ℬ| = 1, знаходимо

𝑑σ
𝑑 cos θ = 1

2ω
1
2𝑚 ⋅ 1

8π
(ωᇱ)ଶ
ω𝑚 ⋅ ቆଵସ ෍

спіни

|ℳ|ଶቇ.

Для обчислення |ℳ|ଶ замінимо в (5.87) 𝑝⋅𝑘 = 𝑚ω і 𝑝⋅𝑘ᇱ = 𝑚ωᇱ. Остаточнии̮
результат:

𝑑σ
𝑑 cos θ = παଶ

𝑚ଶ ቆ
ωᇱ

ω ቇ
ଶ
ቈω

ᇱ

ω + ω
ωᇱ − sinଶ θ቉, (5.91)

деωᇱ/ω береться з виразу (5.89). Це є усереднена за спінамиформула Кляй-
на–Нішіни, яку вперше було виведено в 1929 році.24

24О. Klein, Y. Nishina, Z. Physik, 52, 853 (1929).
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У межі ω → 0 ми бачимо з (5.89), що ωᇱ/ω → 1, і вираз для перерізу
набуває вигляду

𝑑σ
𝑑 cos θ = παଶ

𝑚ଶ (1 + cosଶ θ); σtotal =
8παଶ
3𝑚ଶ . (5.92)

Це відома формула Томсона для перерізу розсіяння класичного електрома-
ґнітного випромінювання на вільному електроні.

Поведінка при високих енерґіях

Для аналізу поведінки перерізу комптонового розсіяння при високих енер-
ґіях наи̮зручніше працювати в системі центрумас.Щоб отримати диферен-
ціи̮нии̮ переріз у ціи̮ системі, скористаємося інваріантним виразом (5.87).
Кінематика реакціı̈ тепер виглядатиме так:

Підставившиці величиниу (5.87), мипобачимо,щоприθ ≈ π, член𝑝⋅𝑘/𝑝⋅𝑘ᇱ
стає дуже великим, тоді як решта доданків мають порядок 𝒪(1) або мен-
шии̮. Отже, при 𝐸 ≫ 𝑚 і θ ≈ π маємо

ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ ≈ 2𝑒ସ ⋅ 𝑝 ⋅ 𝑘𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ = 2𝑒ସ ⋅ 𝐸 + ω
𝐸 + ωcos θ. (5.93)

Переріз у системі ЦМ визначається з (4.84):

𝑑σ
𝑑 cos θ = 1

2 ⋅
1
2𝐸 ⋅ 1

2ω ⋅ ω
(2π)4(𝐸 + ω) ⋅

2𝑒ସ(𝐸 + ω)
𝐸 + ωcos θ ≈

≈ 2παଶ
2𝑚ଶ + s(1 + cos θ).

(5.94)

Зазначимо, що оскільки s ≫ 𝑚ଶ, знаменник у (5.94) стає маи̮же нульо-
вим, коли фотон випромінюється у зворотному напрямку (θ ≈ π). Факти-
чно, масою електрона в ціи̮ формулі можна було б цілком знехтувати, як-
би не потреба обрізати цю синґулярність. Інтеґруючи по cos θ, ми можемо
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відкинути член з масою електрона, замінивши и̮ого еквівалентним обріза-
нням біля θ = π. При цьому наближене значення повного перерізу компто-
нового розсіяння буде

ଵ

න
ିଵ

𝑑(cos θ) 𝑑σ
𝑑 cos θ ≈ 2παଶ

s

ଵ

න

ିଵା
ଶ௠మ

s

𝑑(cos θ) 1
(1 + cos θ). (5.95)

Таким чином, знаходимо, що повнии̮ переріз при високих енерґіях поводи-
ться, як

σtotal =
2παଶ
s

log ቀ s

𝑚ଶቁ. (5.96)

Головна залежність αଶ/s випливає з розмірного аналізу. Проте синґуляр-
ність, пов’язана з розсіянням фотона у зворотному напрямку, призводить
до появи додаткового множника у вигляді лоґарифму від енерґіı̈.

Спробуємо зрозуміти фізичне значення цієı̈ синґулярності. Вона вини-
кає з квадрату діаґрами u-каналу:

= −𝑖𝑒ଶεஜ(𝑘)ε஝(𝑘
ᇲ)𝑢̄(𝑝ᇱ)γஜ /𝑝 − /𝑘ᇱ +𝑚

(𝑝 − 𝑘ᇱ)ଶ −𝑚ଶ γ
஝u(𝑝). (5.97)

При θ ≈ π амплітуда стає великою, оскільки знаменник пропаґаторамалии̮
(∼ 𝑚ଶ) порівняно з s. Для більшоı̈ точності введемо χ ≡ π−θ. Нас цікавлять
значення χ, дещо більші за𝑚/ω, та все ж досить малі, щоб ми могли засто-
сувати наближення 1 − cos χ ≈ χଶ/2. Для таких χ маємо

(𝑝 − 𝑘ᇱ)ଶ −𝑚ଶ = −2𝑝 ⋅ 𝑘ᇱ ≈ −2ωଶቀ 𝑚
ଶ

2ωଶ + 1 − cos χቁ ≈
≈ −(ωଶχଶ +𝑚ଶ).

(5.98)

В обраному нами діапазоні значень χ цеи̮ вираз малии̮ порівняно з s, що и̮
дає зростання повного перерізу.

Повертаючись до (5.93), ми бачимо,щопри𝑚/ω ≪ χ ≪ 1 квадрат амплі-
туди є пропорціи̮ним до 1/χଶ, а отже, маємо очікувати, щоℳ ∝ 1/χ. Проте,
як ми щои̮но бачили, знаменникℳ пропорціи̮нии̮ χଶ, тому заи̮вии̮ степень
χ мусить компенсуватися відповідним множником у чисельнику. Ми може-
мо зрозуміти фізичне походження цього множника, розглянувши ампліту-
ду для окремого набору електронних та фотонних поляризаціи̮.

Припустимо, що початковии̮ електрон є правополяризованим. У зна-
меннику пропаґатора в (5.97) можемо знехтувати 𝑚 порівняно з (/𝑝 − /𝑘ᇱ).
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Оскільки цеи̮ член містить три γ-матриці між 𝑢̄ та 𝑢, то кінцевии̮ електрон
також має бути правополяризованим. Отже, амплітуда є

𝑖ℳ = −𝑖𝑒ଶεஜ(𝑘)ε∗஝(𝑘ᇱ)𝑢றோ(𝑝ᇱ)σஜ
σ̄ ⋅ (𝑝 − 𝑘ᇱ)

−(ωଶχଶ +𝑚ଶ) σ
஝𝑢ோ(𝑝), (5.99)

де

𝑢ோ(𝑝) = √2𝐸ቆ01ቇ і 𝑢ோ(𝑝ᇱ) = √2𝐸ቆ10ቇ . (5.100)

Якщо початковии̮ фотон лівополяризовании̮ (и̮ого вектор поляризаціı̈ є
εஜ(𝑘) = ଵ

√ଶ(0, 1, −𝑖, 0)), то

σஜεஜ(𝑘) = ቆ 0 0
√2 0ቇ ,

і комбінація 𝑢றோ(𝑝ᇱ)σஜεஜ(𝑘) обертається на нуль. Тому початковии̮ фотонму-
сить бути правополяризованим. Аналоґічним чином можна показати, що
амплітуда стає нульовою, якщо и̮ кінцевии̮ фотон не є правополяризова-
ним. Кінематична ситуація для такого набору поляризаціи̮ зображена на
Рис. 5.6. Відзначимо, що повнии̮ спіновии̮ момент у кінцевому стані на оди-
ницю меншии̮, ніж у початковому.

Рис. 5.6. У наближенні високих енерґіи̮ наи̮вірогідніше, що фотон розсіє-
ться у протилежному до електрона напрямку. Оскільки спіральність збе-
рігається, одиничне значення спінового моменту перетворюється на орбі-
тальнии̮ момент імпульсу.
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Продовжуючи наші обчислення, розглянемо чисельник пропаґатора в
(5.99). У потрібному нам діапазоні значень χ переважнии̮ внесок дає член

−σଵ(𝑝 − 𝑘ᇱ)ଵ = σଵ ⋅ ωχ.

Це саме тои̮ множник з χ, появу якого ми передбачали вище. Він засвідчує,
що кінцевии̮ стан є 𝑝-хвилею, як того и̮ вимагає збереження моменту ім-
пульсу. Збираючи всі частини докупи, маємо

ℳ൫eିோγோ → eିோγோ൯ ≈ 𝑒ଶ√2𝐸 √2 ωχ
(ωଶχଶ +𝑚ଶ)√2𝐸 √2 ≈

≈ 4𝑒ଶχ

χଶ + 𝑚ଶ

ωଶ

. (5.101)

Такии̮ самии̮ результат ми одержимо у випадку, коли всі початкові та кін-
цеві частки лівополяризовані.

Зауважимо, що при розсіянні у точно протилежному напрямку, χ = 0,
матричнии̮ елемент (5.101) обертаєтьсянанульчерезнульовии̮момент ім-
пульсу в чисельнику. Отже, при θ, близькому до π, ми мусимо враховувати
в чисельнику пропаґатора в (5.97) також і доданок з масою. Він містить ли-
ше дві ґамма-матриці, а тому перетворює правополяризовании̮ електрон
на лівополяризовании̮. Провівши аналіз, подібнии̮ до того, що дав у підсум-
ку вираз (5.101), ми можемо побачити, що ця амплітуда не є нульовою ли-
ше в тому разі, коли початковии̮ фотон лівополяризовании̮, а кінцевии̮—
правополяризовании̮. У підсумку:

ℳ൫eିோγ௅ → eି௅ γோ൯ ≈
4𝑒ଶ𝑚ω
χଶ + 𝑚ଶ

ωଶ

. (5.102)

Реакція eି௅ γோ → eିோγ௅ дає такии̮ самии̮ матричнии̮ елемент.
Для порівняння цих результатів з нашими попередніми обчисленнями

маємо скласти внески (5.101) і (5.102) з аналоґічними внесками для реа-
кціи̮ з початковими лівополяризованими електронами і поділити на 4 для
усереднення за початковими спінами. Неполяризовании̮ диференціи̮нии̮
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переріз буде
𝑑σ

𝑑 cos θ = 1
2
1
2𝐸

1
2ω

ω
(2π)4(𝐸 + ω) ×

× ቈ 8𝑒ସχଶ

ቆχଶ + 𝑚ଶ

ωଶ ቇ
ଶ +

8𝑒ସ 𝑚
ଶ

ωଶ

ቆχଶ + 𝑚ଶ

ωଶ ቇ
ଶ ቉ =

= 4παଶ

sቆχଶ + 4𝑚ଶ

s
ቇ
,

(5.103)

що точно збігається з (5.94).
Важливість процесу з оберненням спіральності (5.102) у кінематично

граничніи̮ точці θ = πмає цікавии̮ експериментальнии̮ наслідок. Розгляне-
мо процес зворотного комптонового розсіяння— зіткнення високоенерґе-
тичного електронного пучка з фотонним пучком низькоı̈ енерґіı̈ (скажімо,
з лазерним променем) для утворення високоенерґетичних фотонів. Нехаи̮
електрони мають енерґію 𝐸, а „лазерні“ фотони— ω̄. Позначимо енерґію
розсіяного фотона, як 𝐸ᇱ = 𝑦𝐸, і припустимо для простоти, що s = 4𝐸ω̄ ≫
𝑚ଶ. Тоді ми можемо застосувати проведені нами обчислення до цієı̈ ситу-
аціı̈, коли фотони з наи̮більшою енерґією утворюються від розсіяння під
кутом θ = π в системі центру мас. Обчисливши 2𝑘 ⋅ 𝑘ᇱ у лабораторніи̮ си-
стемі і в ЦМ, легко показати, що енерґія кінцевого фотона співвідноситься
з кутом розсіяння в системі ЦМ таким чином:

𝑦 ≈ 1
2(1 − cos θ) ≈ 1 − χଶ

4 .

Тоді (5.103) можна переписати як формулу для розподілу енерґіı̈ розсіяних
у зворотному напрямку фотонів біля граничноı̈ точки:

𝑑σ
𝑑𝑦 = 2παଶ

sቆ(1 − 𝑦) + 16𝑚ଶ

s
ቇ
ଶ ቈ(1 − 𝑦) + 16𝑚ଶ

s
቉ , (5.104)

де першии̮ доданок у квадратних дужках відповідає процесу зі збережен-
ням спіральності, а другии̮— з ı̈ı̈ оберненням. Так, наприклад, якщо пра-
вополяризовании̮ лазернии̮ промінь розсіюється на неполяризованому пу-
чку високоенерґетичних електронів, то більшість розсіяних назад фото-
нів матиме праву поляризацію, але високоенерґетичні фотони будуть ліво-
поляризованими. Цеи̮ ефект можна використати для експериментального
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визначення поляризаціı̈ електронного пучка або для створення високое-
нерґетичного фотонного джерела з регульованим розподілом за енерґією
та поляризацією.

Анігіляція пар у фотони

Ми можемо отримати це один результат з амплітуди комптонового розсія-
ння. Розглянемо процес анігіляціı̈

eାeି → 2γ,

якии̮ у нижчому порядку дає діаґрами

Цеи̮ процес пов’язании̮ з комптоновим розсіянням через кросинґ-симе-
трію; и̮ого амплітуду можна одержати з комптоновоı̈ шляхом заміни

𝑝 → 𝑝ଵ 𝑝ᇱ → −𝑝ଶ 𝑘 → −𝑘ଵ 𝑘ᇱ → 𝑘ଶ.

Здіи̮снивши таку підстановку в (5.87), знаи̮демо

ଵ
ସ ෍

спіни

|ℳ|ଶ = −2𝑒ସቈ𝑝ଵ ⋅ 𝑘ଶ𝑝ଵ ⋅ 𝑘ଵ
+ 𝑝ଵ ⋅ 𝑘ଵ
𝑝ଵ ⋅ 𝑘ଶ

+ 2𝑚ଶቆ 1
𝑝ଵ ⋅ 𝑘ଵ

+ 1
𝑝ଵ ⋅ 𝑘ଶ

ቇ−

−𝑚ସቆ 1
𝑝ଵ ⋅ 𝑘ଵ

+ 1
𝑝ଵ ⋅ 𝑘ଶ

ቇ
ଶ
቉.

(5.105)

Загальнии̮ знак мінус є наслідком кросинґових перетворень (5.68), і ним
можна знехтувати.

Тепер переи̮демо до системи ЦМ. Кінематика процесу:
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Рис. 5.7.Кутова залежність перерізу eାeି → ଶஓ приாцм ୀ ଶଽ ҐеВ, одержана
колаборацією HRS (M. Derrick, et. al., Phys. Rev. D34, 3286 (1986)). Суцільна
лінія показує теоретичні розрахунки за формулою (5.107).

Вже звичні обчислення дають диференціи̮нии̮ переріз:
𝑑σ

𝑑 cos θ = 2παଶ
s

ቆ𝐸𝑝ቇ×

× ቈ𝐸
ଶ + 𝑝ଶ cosଶ θ

𝑚ଶ + 𝑝ଶ sinଶ θ +
2𝑚ଶ

𝑚ଶ + 𝑝ଶ sinଶ θ −
2𝑚ସ

(𝑚ଶ + 𝑝ଶ sinଶ θ)ଶ ቉ .
(5.106)

У межі високих енерґіи̮ цеи̮ вираз набуває вигляду
𝑑σ

𝑑 cos θ −−−→
ா≫௠

2παଶ
s

ቆ1 + cosଶ θ
sinଶ θ ቇ , (5.107)

за винятком проміжку, де sin θ має порядок 𝑚/𝑝 або меншии̮. Зауважимо,
що оскільки обидва фотони тотожні, то всі кінцеві стани будуть враховані
інтеґруванням у діапазоні 0 ≤ θ ≤ π/2. Тому повнии̮ переріз є

σtotal =
ଵ

න
଴

𝑑(cos θ) 𝑑σ
𝑑 cos θ.

На Рис. 5.7 порівнюється асимптотична формула (5.107) для дифе-
ренціи̮ного перерізу з результатами вимірювання перерізу анігіляціı̈ еле-
ктрон-позитронноı̈ пари у два фотони при дуже високих енерґіях.
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Задачі

5.1. Кулонове розсіяння. Повторіть обчислення з Задачі 4.4, пункт (с),
використавши цього разу повнии̮ релятивістськии̮ вираз для матричного
елемента. Ви маєте встановити, що усереднении̮ за спінами переріз є

𝑑σ
𝑑Ω = αଶ

4|𝐩|ଶβଶ sinସ ஘ଶ
ቀ1 − βଶ sinସ ஘ଶቁ ,

де 𝐩—3-імпульс електрона, а β— и̮ого швидкість. Це є формула Momтa
для кулонового розсіяння релятивістських електронів. Тепер виведіть цю
формулу іншим шляхом, скориставшись перерізом електрон-мюонного
розсіяння у системі спокою мюона і зберігши масу електрона за умови, що
𝑚ஜ → ∞.
5.2. Розсіяння Баба́. Обчисліть диференціи̮нии̮ переріз 𝑑σ/𝑑 cos θ для роз-
сіянняБаба́ eାeି → eାeି. Можетепрацювативнаближенні𝐸цм ≫ 𝑚e, щодо-
зволяє знехтувати масою електрона. Маєте дві феи̮нманові діаґрами, вне-
ски від яких перед піднесенням до квадрату треба додати для отриман-
ня інваріантного матричного елемента. Поставтеся уважно до визначення
правильного відносного знака між цими діаґрамами. Проміжні обчислення
є досить складними, але остаточнии̮ результат доволі простии̮. Зокрема, ви
можете виявити, що и̮ого корисно записати через мандельштамові змінні
s, t, u. Зазначимо, що в наближенні нульовоı̈ маси електрона, u + s + t = 0.
Тоді ви зможете привести диференціи̮нии̮ переріз до вигляду

𝑑σ
𝑑 cos θ = παଶ

s
ቂuଶቀ1

s
+ 1

t
ቁ
ଶ
+ ቀt

s
ቁ
ଶ
+ ቀs

t
ቁ
ଶ
቉.

Перепишіть цю формулу через cos θ і зобразіть ı̈ı̈ ґрафік. Чому переріз роз-
бігається при θ → 0?
5.3. Формалізм спінорних добутків, запроваджении̮ у Задачі 3.3, дозволяє
ефективно обчислювати деревовидні діаґрами з безмасовими частками.
Нехаи̮ 𝑢௅଴ і 𝑢ோ଴ є правим та лівим спінорами при певному світлоподібному
імпульсі 𝑘଴. Вони задовольняють умовам

𝑢௅଴𝑢̄௅଴ = ቀ1 − γହ
2 ቁ/𝑘଴, 𝑢ோ଴𝑢̄ோ଴ = ቀ1 + γହ

2 ቁ/𝑘଴. (1)

(Ці співвідношення є просто проекціями загальнішоı̈ формули ∑𝑢଴𝑢̄଴ = /𝑘଴
на стани з визначеною спіральністю.) Далі визначимо спінори для будь-
якого іншого світлоподібного імпульсу 𝑝, як

𝑢௅(𝑝) =
1

ඥ2𝑝 ⋅ 𝑘଴
/𝑝𝑢ோ଴, 𝑢ோ(𝑝) =

1
ඥ2𝑝 ⋅ 𝑘଴

/𝑝𝑢௅଴. (2)
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Ми показали, що для цих спінорів виконується умова /𝑝𝑢(𝑝) = 0; оскільки
ніденеприсутня𝑚, тоці спінориможнавикористовуватиякдляферміонів,
так і для антиферміонів. Визначимо

s(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) = 𝑢̄ோ(𝑝ଵ)𝑢௅(𝑝ଶ), t(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) = 𝑢̄௅(𝑝ଵ)𝑢ோ(𝑝ଶ).
У спеціально обраніи̮ системі відліку ми довели, що

t(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) = s(𝑝ଶ, 𝑝ଵ)∗,
s(𝑝ଵ, 𝑝ଶ) = −s(𝑝ଶ, 𝑝ଵ),

|s(𝑝ଵ, 𝑝ଶ)|ଶ = 2𝑝ଵ ⋅ 𝑝ଶ.
(3)

Тепер застосуємо ці результати.

(a) Для розминки даи̮те інше доведення співвідношень у (3), скористав-
шись (1), щоб переписати |s(𝑝ଵ, 𝑝ଶ)|ଶ, як слід від діракових матриць, а
потім обчисліть и̮ого.

(b) Покажіть, що для будь-якого добутку діракових матриць
Tr ൣγஜγ஝γ஡⋯൧ = Tr ൣ⋯γ஡γ஝γஜ൧

де µ, ν, ρ,⋯ = 0, 1, 2, 3, 5. Використаи̮те цю тотожність для доведення,
що

𝑢̄௅(𝑝ଵ)γஜ𝑢௅(𝑝ଶ) = 𝑢̄ோ(𝑝ଶ)γஜ𝑢ோ(𝑝ଵ).

(c) Доведіть тотожність Фірца:
𝑢̄௅(𝑝ଵ)γஜ𝑢௅(𝑝ଶ) ൣγஜ൧௔௕ = 2ൣ𝑢௅(𝑝ଶ)𝑢̄௅(𝑝ଵ) + 𝑢ோ(𝑝ଵ)𝑢̄ோ(𝑝ଶ)൧௔௕, (4)

де𝑎, 𝑏 = 1, 2, 3, 4 є діракові індекси. Цеможна зробитишляхомперевір-
ки наступних тверджень. Права частина в (4) є діраковою матрицею,
отже, ı̈ı̈ можна записати у вигляді лініи̮ноı̈ комбінаціı̈ Γ-матриць, які
розглядалися в § 3.4. Позначимо цю матрицюM; тоді дляM виконує-
ться рівність

γହM = −Mγହ,
а тому вона повинна мати вигляд

M = ቀ1 − γହ
2 ቁγஜ𝑉ஜ + ቀ1 + γହ

2 ቁγஜ𝑊ஜ.

де 𝑉ஜ і𝑊ஜ —4-вектори. Іǆх можна знаи̮ти за допомогою технолоґіı̈ слі-
дів, наприклад:

𝑉ஜ = ଵ
ଶ Tr ൣγ

஝ቀ1 − γହ
2 ቁM൧.
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(d) Розгляньте процес eାeି → µାµି у головному порядку за α, знехтував-
шимасами всіх часток. Спершу проаналізуи̮те випадок, коли електрон
і кінцевии̮мюонєправополяризованими, а позитрон і антимюон—лі-
вополяризованими. (Використаи̮те спінор 𝑣ோ для антимюона і 𝑢̄ோ для
позитрона.) Застосувавши тотожність Фірца, покажіть, що амплітуду
можна вивести безпосередньо через спінорні добутки. Піднесіть ı̈ı̈ до
квадрату и̮ відтворіть результат для

𝑑σ
𝑑 cos θ൫e

ା
ோe

ି
௅ → µାோµି௅ ൯.

з рівняння (5.22). Обчисліть переріз для інших наборів спіральностеи̮
у цьому процесі и̮ покажіть, що вони також відтворюють результати,
отримані в § 5.2.

(e) Обчисліть диференціи̮нии̮ переріз розсіяння Баба́ з безмасовими еле-
ктронами, окремо для кожного набору спіральностеи̮. Усереднення за
початковими спіральностями і сума за кінцевими мають відтворити
результат Задачі 5.2. З цих викладок ви побачите, як виникає потрі-
бнии̮ вираз для перерізу при додаванні внесків від визначених спі-
ральностеи̮.

5.4. Час життя позитронію.

(a) Обчисліть амплітудуℳ для eାeି-анігіляціı̈ у два фотони в нереляти-
вістському наближенні (тобто, залиште тільки члени, пропорціи̮ні ну-
льовим степеням 3-імпульсів електрона та позитрона). Використаи̮те
цеи̮ результат, разом з нашим формалізмом для зв’язаних станів фер-
міон-антиферміон, щоб розрахувати ширину розпаду 1𝑆-стану пози-
тронію з утворенням двох фотонів. Покажіть, що стани зі спіном 1 не
можуть анігілювати у два фотони, що підтверджується міркуваннями
симетріı̈, викладеними в Задачі 3.8. Для станів позитронію зі спіном
0 покажіть, що результат пропорціи̮нии̮ квадратові хвильовоı̈ функціı̈
1𝑆-стану в початковіи̮ точці координат. Підставивши значення хви-
льовоı̈ функціı̈ з нерелятивістськоı̈ квантовоı̈ механіки, ви знаи̮дете:

1
τ = Γ = αହ𝑚e

2 ≈ 8, 03 × 10ଽ сିଵ.

Останні вимірювання25 дають Γ = 7, 994 ± 0, 011 нсିଵ; для усунення
розбіжності у 0, 5% необхідне врахування радіаціи̮них поправок.

25D.W. Gidley et. al., Phys. Rev. Lett. 49, 525 (1982).
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(b) Обчисленняширини розпаду з більшими значеннями 𝑙 помітно ускла-
днюється. Далі в ціи̮ задачі ми обмежимося розглядом випадку, коли
𝑙 = 1. Передовсім, відокремте в амплітуді eାeି → 2γ члени, пропорціи̮-
ні першому степеню 3-імпульсу. (Для простоти оберіть систему ЦМ.)
Оскільки

න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ 𝑝

௜ψ(𝐩) = 𝑖 ∂

∂𝑥௜ψ(𝐱)ቚ𝐱ୀ଴,

то ця частина амплітуди перекриватиметься зі зв’язаними 𝑃-станами.
Покажіть, що стани з 𝑆 = 1, але не з 𝑆 = 0, можуть розпадатися на два
фотони. Це знову є наслідком збереження 𝐶-парності.

(c) Для обчислення ширини розпаду 𝑃-станів нам потрібні належним чи-
ном нормовані хвильові функціı̈. Позначимо функціı̈ 𝑃-станів, як

ψ௜ = 𝑥௜ 𝑓(|𝐱|), нормовані умовою න𝑑ଷ𝐱ψ∗
௜ (𝐱)ψ௝(𝐱) = δ௜௝ .

а ı̈хні фур’є-перетворення як ψ௜(𝐩). Покажіть, що

|𝐵(𝐤)⟩ = √2𝑀න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ ψ௜(𝐩)aற𝐩ା 𝐤

మ
Σ௜ bறି𝐩ା 𝐤

మ
|0⟩

є правильно нормовании̮ вектор зв’язаного стану, якщо Σ௜ позначає
набір трьох 2 × 2-матриць, для яких

෍
௜

Tr ൫Σ௜றΣ௜൯ = 1.

Для побудови станів 𝑆 = 1 маємо зробити так, щоб кожна Σ௜ містила
сиґма-матрицю Паулі. Загалом, спін-орбітальна взаємодія розщепить
мультиплет з 𝑆 = 1, 𝐿 = 1 відповідно до повного моменту 𝐽. Для станів
з визначеним 𝐽 маємо

𝐽 = 0 ∶ Σ௜ = ଵ
√଺ σ

௜ ,

𝐽 = 1 ∶ Σ௜ = ଵ
ଶ ε

௜௝௞𝑛௝σ௞ ,
𝐽 = 2 ∶ Σ௜ = ଵ

√ଷ ℎ
௜௝σ௝ ,

де 𝐧 є вектор поляризаціı̈, що задовольняє умові |𝐧|ଶ = 1, a ℎ௜௝ —тен-
зор з нульовим слідом, типове значення якого має бути ℎଵଶ = 1, коли
решта компонентів нульові.

(d) Використавши розкладення для амплітуди процесу eାeି → 2γ, отри-
мане у (b), та явнии̮ вираз із (с) для станів позитронію з 𝑆 = 1, 𝐿 = 1 і
визначеним 𝐽, обчисліть для кожного 𝐽ширинурозпадуна двафотони.
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5.5. Фізика масивного векторного бозона. Введемо в КЕД масивне фо-
тонне поле 𝐵ஜ з масою𝑀, що взаємодіє з електроном, як

Δ𝐻 = න𝑑ଷ𝐱 ൫𝑔ψ̄γஜψ𝐵ஜ൯.

Масивнии̮ фотон у початковому та кінцевому станах має три можливі фі-
зичні поляризаціı̈, що відповідають трьом простороподібним одиничним
векторам у системі спокою бозона. Іǆх можна інваріантно описати, як три
вектори ε(௜)ஜ , що задовольняють умовам

ε(௜) ⋅ ε(௝) = −δ௜௝ , 𝑘 ⋅ ε(௜) = 0,

де 𝑘 є 4-імпульсом бозона. Чотири вектори (𝑘ஜ/𝑀, ε(௜)ஜ ) утворюють ортоґо-
нальнии̮ базис. Оскільки𝐵ஜ пов’язане зі збереженим струмом ψ̄γஜψ, то з то-
тожності Варда випливає, що скалярнии̮ добуток 𝑘 на амплітуду народже-
ння 𝐵 дає нуль. Отже, ми можемо зробити заміну

෍
௜

ε(௜)ஜ ε(௜)∗ஜ → −𝑔ஜ஝.

Це поширює на масивні бозони прии̮ом Феи̮нмана для векторів поляриза-
ціı̈ фотона і спрощує обчислення перерізів народження 𝐵. (Увага: цеи̮ при-
и̮ом не можна механічно перенести на неабелеві калібровочні поля.) Тепер
проведіть вказані нижче розрахунки, щоразу нехтуючи масою електрона.

(a) Обчисліть переріз процесу eାeି → 𝐵. Визначте час життя бозона 𝐵,
виходячи з припущення, що він розпадається лише на електрони. Пе-
ревірте співвідношення

σ൫eାeି → 𝐵൯ = 12πଶ
𝑀 Γ(𝐵 → eାeି൯ δ(𝑀ଶ − s),

яке розглядалося в § 5.3.
(b) Обчисліть диференціи̮нии̮ переріз процесу eାeି → γ + 𝐵 в системі

ЦМ. (Ці розрахунки маи̮же без змін переносяться на реальнии̮ процес
eାeି → γ + 𝑍଴, що дозволяє виміряти число розпадів 𝑍଴ у неспосте-
режні кінцеві стани, які, у свою чергу, є пропорціи̮ними до кількості
різновидів неи̮трино.)

(c) Зверніть увагу, що переріз з (b) розбігається при θ → 0 або π. Проана-
лізуи̮те значення кута поблизу θ = 0. У цьому проміжку переважнии̮
внесок дає t-канальна діаґрама. Інтуı̈тивно це відповідає випроміню-
ванню фотона з електронноı̈ лініı̈ до анігіляціı̈ eାeି в 𝐵. Перекомпо-
нуи̮те формулу так, щоб підтвердити цю інтерпретацію. Передовсім
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зауважте, що розбіжність при θ → 0 обрізується електронною масою:
нехаи̮ імпульс електрона є (𝐸, 0, 0, 𝑘), де 𝑘 = ඥ𝐸ଶ −𝑚ଶ

e, а імпульс фо-
тона 𝑘ஜ = (𝑥𝐸, 𝑥𝐸 sin θ, 0, 𝑥𝐸 cos θ). Покажіть, що знаменник пропаґа-
тора ніколи не стає меншим за𝒪(𝑚ଶ

e/s). Тепер проінтеґруи̮те переріз з
пункту (b) по кутах, обрізавши інтеґрал при θଶ ∼ (𝑚ଶ

e/s) і залишивши
тільки основнии̮ лоґарифмічнии̮ член, пропорціи̮нии̮ log(s/𝑚ଶ

e). Пока-
жіть,щовцьомунаближенні переріз длявипромінюванняфотонавпе-
ред можна записати як

σ൫eାeି → 𝐵൯ ≈ න𝑑𝑥 𝑓(𝑥) ⋅ σ൫eାeି → 𝐵 при 𝐸ଶ
цм = (1 − 𝑥)s൯,

де переріз анігіляціı̈ обчислено для зіткнення позитрона з енерґією 𝐸
та електрона з енерґією (1−𝑥)𝐸, а 𝑓(𝑥),функція розподілу Вайцзекера–
Вільямса, є

𝑓(𝑥) = α
2π

1 + (1 − 𝑥)ଶ
𝑥 ⋅ log ቀ s

𝑚ଶ
e

ቁ.

Ця функція неодмінно виникає в тих процесах, де фотон випроміню-
ється колінеарно з електронноı̈ лініı̈. Ми знову зустрінемо ı̈ı̈, уже в ін-
шому контексті, в Задачі 6.2.

5.6. Ця задача поширює технолоґію спінорних добутків з Задачі 5.3 на зов-
нішні фотони.

(a) Нехаи̮ 𝑘 є імпульс фотона, а 𝑝— іншии̮ світлоподібнии̮ вектор, обра-
нии̮ так, щоб 𝑝 ⋅ 𝑘 ≠ 0. Нехаи̮ 𝑢ோ(𝑝) і 𝑢௅(𝑝) будуть спінорами з певною
спіральністю для ферміонів зі світлоподібним імпульсом 𝑝, визначені
відповідно до домовленостеи̮ у Задачі 5.3. Визначимо вектори поляри-
заціı̈ фотона:

εஜା(𝑘) =
1

ඥ4𝑝 ⋅ 𝑘
𝑢̄ோ(𝑘)γஜ𝑢ோ(𝑝), εஜି(𝑘) =

1
ඥ4𝑝 ⋅ 𝑘

𝑢̄௅(𝑘)γஜ𝑢௅(𝑝).

Застосуємо тотожність
𝑢௅(𝑝)𝑢̄௅(𝑝) + 𝑢ோ(𝑝)𝑢̄ோ(𝑝) = /𝑝

для обчислення суми за поляризаціями

εஜାε஝∗ା + εஜିε஝∗ି = −𝑔ஜ஝ + 𝑘ஜ𝑝஝ + 𝑘஝𝑝ஜ
𝑝 ⋅ 𝑘 .

Другии̮ доданок у правіи̮ частині дасть нуль, якщо и̮ого згорнути з
будь-якою амплітудоюℳஜ випромінювання фотона, відтак маємо

|εା ⋅ ℳ|ଶ + |εି ⋅ ℳ|ଶ =ℳஜℳ஝∗(−𝑔ஜ஝);
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отже, ми можемо використовувати вектори εା, εି для обчислення сум
за поляризаціями фотонів.

(b) Використовуючи визначені вище поляризаціı̈, спінорні добутки і то-
тожність Фірца з Задачі 5.3, обчисліть диференціи̮нии̮ переріз анігі-
ляціı̈ безмасових електрона та позитрона у два фотони. Покажіть, що
цеи̮ результат узгоджується з безмасовим наближенням, отриманим у
(5.107):

𝑑σ
𝑑 cos θ = 2παଶ

s
ቀ1 + cosଶ θ

sinଶ θ ቁ

для системи ЦМ. З результату пункту (a) випливає, що відповідь не
залежить від конкретного вектора 𝑝, якии̮ використовувався для ви-
значенняполяризаціи̮них векторів; проте обчислення значно спрощу-
ється, коли вибрати за цеи̮ вектор початковии̮ 4-імпульс електрона.



Розділ 6
Радіаційні поправки: вступ

Тепер, коли ми набули певного досвіду проведення обчислень КЕД, пере-
и̮дімо до дещо складніших задач. У Розділі 5 ми мали справу лише з дерево-
видними діаґрамами, тобто з такими, що не містили петель. Проте всі роз-
глянуті нами процеси у вищих порядках отримують внески, відомі як раді-
аційні поправки від діаґрам з петлями. Іншим джерелом радіаціи̮них попра-
вок у КЕД є гальмівне випромінювання—поява в кінцевому стані додатко-
вих фотонів, утворених під час реакціı̈. У цьому розділі ми вивчимо обидва
типи радіаціи̮них поправок і виявимо, що неправомірно враховувати одні
без урахування інших.

Упродовж усього розділу, для ілюстраціı̈ цих ідеи̮ у наи̮простішому кон-
тексті, ми розглядатимемо розсіяння електрона на іншіи̮, дуже важкіи̮ час-
тці. У деревовидному наближенні ми вже аналізували цеи̮ процес у § 5.4 і в
Задачі 5.1. У наступному порядку теоріı̈ збурень внесок у нього дають такі
діаґрами:

(6.1)

Поправка першого порядку за α виникає від інтерференціı̈ між внесками
від цих і деревовидних діаґрам. Існує ще шість додаткових однопетельних
діаґрам з важкоючасткоювпетлі, проте нимиможна знехтувати, якщодру-
га частка набагато важча за електрон, бо тоді у знаменнику пропаґатора
з’являється доданок з великою масою. (Фізично це можна пояснити так,
що важча частка у процесі зіткнення зазнає меншого прискорення, а отже,
менше випромінює.)

З чотирьох діаґрам у (6.1), перша (відома як вершинна поправка) є наи̮-
складнішою і призводить до наи̮більшоı̈ кількості нових ефектів. Напри-
клад, саме вона викликає аномальнии̮ маґнітнии̮ момент електрона, якии̮
ми обчислимо в § 6.3.

Наступні дві діаґрами є поправками до зовнішніх ліній. Ми знехтуємо ни-
ми в поточному розділі, оскільки ці діаґрами не ампутовані, як вимагає
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формула (4.90) для елементів S-матриці. Ми детально розглянемо ці діа-
ґрами після того, як доведемо згадану формулу в § 7.2.

Остання діаґрама в (6.1) називається поляризацією вакууму. Оскільки
вона потребує значно складнішоı̈ обчислювальноı̈ техніки, ніж решта діа-
ґрам, ми не розглядатимемо ı̈ı̈ до § 7.5.

Наше вивчення радіаціи̮них поправок ускладнюватиметься ще и̮ тією
обставиною, що вони є погано визначеними. Кожна така діаґрама перед-
бачає інтеґрування по імпульсу в петлі, і щоразу цеи̮ інтеґрал розбігається
при 𝑘 → ∞, в ультрафіолетовій зоні. На щастя, нескінченні частини цих
інтеґралів завжди скорочуються при обчислені спостережних величин, на
зразок перерізу розсіяння.

Перші три діаґрами у (6.1) також містять и̮ інфрачервоні розбіжності—
нескінченності, що виникають на межі 𝑘 → 0 інтеґрування по імпульсу в
петлі. У § 6.4 ми побачимо, що ці розбіжності скорочуються при врахуванні
діаґрам гальмівного випромінювання:

(6.2)

Ці діаґрами є розбіжними в межі, коли енерґія випроміненого фотона пра-
гне до нуля. У ціи̮ межі жоден фізичнии̮ детектор не спроможнии̮ виявити
фотони з такою низькою енерґією, проте ми мусимо ı̈х враховувати в за-
гальномуперерізі розсіяння. Діаґрами гальмівного випромінювання є істо-
тною частиною радіаціи̮них поправок як для цього, так і для решти проце-
сів КЕД.

Головна наша мета в цьому розділі полягає у вивченні гальмівного ви-
промінювання низькоенерґетичних фотонів, діаґрам вершинних поправок
та скорочення інфрачервоних розбіжностеи̮ між ними.

§6.1. М’яке гальмівне випромінювання

Почнемо вивчення радіаціи̮них поправок з аналізу гальмівного випромі-
нювання. У цьому параґрафі ми спершу проведемо класичне обчислен-
ня низькочастотного випромінювання в разі раптового прискорення еле-
ктрона. Потім розрахуємо споріднену величину з квантовоı̈ теоріı̈ поля—
переріз утворення дужем’яких фотонів за діаґрамами (6.2). Такожми поба-
чимо, що класичнии̮ результат виникає як граничнии̮ випадок квантового.
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Класичне обчислення

Припустімо, що класичнии̮ електрон, перебуваючи в точці 𝐱 = 0, зазнає в
момент часу 𝑡 = 0 раптового поштовху, що призводить до зміни и̮ого ім-
пульсу від 𝑝 до 𝑝ᇱ. (Певна річ, миттєва зміна імпульсу є нереальною ідеа-
лізацією. Проте точна форма траєкторіı̈ в процесі прискорення не впливає
на низькочастотне випромінювання. Тому наші обчислення будуть справе-
дливі для частот, менших від зворотноı̈ величини часу розсіяння.)

⟵ раптовии̮ поштовх у момент часу 𝑡 = 0,
коли частка перебуває в точці 𝑥 = 0.

Поле випромінювання можемо знаи̮ти, записавши вираз для струму еле-
ктрона, як джерела в рівняннях Максвела.

Яке значення має питомии̮ струм у цьому випадку? Для зарядженоı̈ час-
тки, що перебуває в стані спокою при 𝐱 = 0, струм є

𝑗ஜ(𝑥) = (1, 𝟎)ஜ ⋅ 𝑒 δ(ଷ)(𝐱) =

= න𝑑𝑡 (1, 𝟎)ஜ ⋅ 𝑒 δ(ସ)൫𝑥 − 𝑦(𝑡)൯ де 𝑦ஜ(𝑡) = (𝑡, 𝟎)ஜ.

А для довільноı̈ траєкторіı̈ 𝑦ஜ(τ),

𝑗ஜ(𝑥) = 𝑒න𝑑τ 𝑑𝑦
ஜ(τ)
𝑑τ δ(ସ)൫𝑥 − 𝑦(𝑡)൯. (6.3)

Зазначимо, що цеи̮ вираз не залежить від точного способу параметризаціı̈
траєкторіı̈, оскільки заміна τна γ(τ) дає вмірі інтеґрування додатковии̮ фа-
ктор 𝑑τ/𝑑σ, якии̮ при перемноженні на 𝑑𝑦ஜ/𝑑τ перетворюється на 𝑑𝑦ஜ/𝑑σ.
З виразу (6.3) ми можемо довести, що такии̮ струм тотожно зберігається,
оскільки для будь-якоı̈ функціı̈ 𝑓(𝑥), що обертається на нуль на нескінчен-
ності,

න𝑑ସ𝑥 𝑓(𝑥)∂ஜ𝑗ஜ(𝑥) = න𝑑ସ𝑥 𝑓(𝑥) 𝑒න𝑑τ 𝑑𝑦
ஜ(τ)
𝑑τ ∂ஜ δ(ସ)൫𝑥 − 𝑦(𝑡)൯ =

= −𝑒න𝑑τ 𝑑𝑦
ஜ(τ)
𝑑τ

∂

∂𝑥ஜ𝑓(𝑥)ቚ௫ୀ௬(௧) =

= −𝑒න𝑑τ 𝑑
𝑑τ 𝑓൫𝑦(τ)൯ =

= −𝑒 𝑓൫𝑦(τ)൯ቚ
ஶ

ିஶ
= 0
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Для нашого процесу траєкторія має вигляд

𝑦ஜ(τ) = ൝(𝑝
ஜ/𝑚)τ для τ < 0;

(𝑝ᇱஜ/𝑚)τ для τ > 0.

Тому струм можна переписати, як

𝑗ஜ(𝑥) = 𝑒
ஶ

න
଴

𝑑τ 𝑝
ᇱஜ

𝑚 δ(ସ)ቀ𝑥 − 𝑝ᇱ
𝑚ቁ + 𝑒

଴

න
ିஶ

𝑑τ 𝑝
ஜ

𝑚 δ(ସ)ቀ𝑥 − 𝑝
𝑚ቁ.

Наразі нам знадобиться фур’є-перетворення цієı̈ функціı̈. Вставивши мно-
жники 𝑒ିகத та 𝑒கத, щоб усунути розбіжності в інтеґралах, маємо

𝑗̃ஜ = න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௞⋅௫𝑗ஜ(𝑥) =

= 𝑒
ஶ

න
଴

𝑑τ ቀ𝑝
ᇱஜ

𝑚 ቁ𝑒
௜൫௞⋅௣

ᇲ

௠
ା௜க൯த + 𝑒

଴

න
ିஶ

𝑑τ ቀ𝑝
ஜ

𝑚 ቁ𝑒
௜൫௞⋅௣

௠
ି௜க൯த =

= 𝑖𝑒ቀ 𝑝ᇱஜ
𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ + 𝑖ε −

𝑝ஜ
𝑘 ⋅ 𝑝 − 𝑖εቁ.

(6.4)

Тепер ми готові до розв’язання рівнянняМаксвела. В лоренцовіи̮ калібров-
ці ∂ஜ𝐴ஜ = 0 треба розв’язати ∂ଶ𝐴ஜ = 𝑗ஜ, або, у фур’є-просторі,

෥𝐴ஜ(𝑘) = − ଵ
௞మ 𝑗̃

ஜ(𝑘).

Підставивши 𝑗̃ஜ з (6.4), отримуємо формулу для векторного потенціалу:

𝐴ஜ(𝑥) = න 𝑑ସ𝑘
(2π)ସ 𝑒ି௜௞⋅௫ −𝑖𝑒𝑘ଶ ቀ

𝑝ᇱஜ
𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ + 𝑖ε −

𝑝ஜ
𝑘 ⋅ 𝑝 − 𝑖εቁ. (6.5)

Інтеґрал по 𝑘଴ можемо обчислити, як контурнии̮ інтеґрал у комплексніи̮
площині. Полюси знаходяться в точках:

Ми пересунули полюси 𝑘଴ = ±|𝑘| нижче діи̮сноı̈ осі для того (незабаром
ми підтвердимо цеи̮ висновок), щоб поле випромінювання задовольняло
запізнювальним граничним умовам.
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Для 𝑡 < 0 замкнемоконтуруверхніи̮ півплощині, охопившиполюс𝑘⋅𝑝 =
0, тобто, 𝑘଴ = 𝐤 ⋅ 𝐩/𝑝଴. В результаті,

𝐴ஜ(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ 𝑒

௜𝐤⋅𝐱 𝑒ି௜(𝐤⋅𝐩/௣బ)௧ (2π𝑖)(+𝑖ε)(2π)𝑘ଶ
𝑝ஜ
𝑝଴ .

У системі відліку, де електрон початково перебуває в стані спокою, и̮ого ім-
пульс є 𝑝ஜ = (𝑝଴, 𝟎), а векторнии̮ потенціал переходить у

𝐴ஜ(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ 𝑒

௜𝐤⋅𝐱 𝑒
|𝐤|ଶ ⋅ (1, 𝟎)

ஜ.

Це є кулонів потенціал не прискореного заряду. Як і слід очікувати, випро-
мінювання відсутнє, поки електрон не зазнає розсіяння.

Після розсіяння (𝑡 > 0) замкнемо контур знизу, охопивши три полюси,
розташовані нижче діи̮сноı̈ осі. Полюс при 𝑘଴ = 𝐤 ⋅ 𝐩ᇱ/𝑝ᇱ଴ призводить до ку-
лонового потенціалу вихідноı̈ частки. Отже, інші два полюси відповідальні
за поле випромінювання. Іǆхніи̮ внесок дає

𝐴ஜ
rad(𝑥) = න 𝑑ଷ𝐤

(2π)ଷ
−𝑒
2|𝐤|ቊ𝑒

ି௜௞⋅௫ቀ 𝑝ᇱஜ
𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ −

𝑝ஜ
𝑘 ⋅ 𝑝ቁ + к. с.ቋቤ

௞బୀ|𝐤|
=

= Reන 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ 𝒜

ஜ(𝐤) 𝑒ି௜௞⋅௫,
(6.6)

де амплітуда в імпульсному просторі𝒜(𝐤) є

𝒜ஜ(𝐤) = − 𝑒
|𝐤|ቀ

𝑝ᇱஜ
𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ −

𝑝ஜ
𝑘 ⋅ 𝑝ቁ. (6.7)

(Тут і далі неявно припускається виконання умови 𝑘଴ = |𝐤|.)
Для обчислення енерґіı̈ випромінювання маємо знаи̮ти електричне та

маґнітне поля. Наи̮простіше записати 𝐄 та 𝐁 через діи̮сні складові компле-
ксних інтеґралів Фур’є, як ми це вчинили для 𝐴ஜ:

𝐄(𝑥) = Reන 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ ℰ(𝐤) 𝑒ି௜௞⋅௫;

𝐁(𝑥) = Reන 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ ℬ(𝐤) 𝑒ି௜௞⋅௫.

(6.8)

В імпульсному просторі амплітудиℰ(𝐤) іℬ(𝐤) випромінюваних полів є про-
сто

ℰ(𝐤) = −𝑖𝐤𝒜଴(𝐤) + 𝑖𝑘଴𝒜(𝐤),
ℬ(𝐤) = 𝑖𝐤 ×𝒜(𝐤) =ෝ𝐤 × ℰ(𝐤).

(6.9)
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Використавши явнии̮ вигляд (6.7) для𝒜ஜ(𝐤), легко переконатися, що еле-
ктричне поле є поперечним: 𝐤 ⋅ ℰ(𝐤) = 0.

Маючи вирази для полів, можемо знаи̮ти енерґію випромінювання:

Енерґія = 1
2 න𝑑ଷ𝐱 ൫|𝐄(𝑥)|ଶ + |𝐁(𝑥)|ଶ൯. (6.10)

Першии̮ член є
1
8 න𝑑ଷ𝐱 න 𝑑ଷ𝐤

(2π)ଷ න 𝑑ଷ𝐤ᇱ
(2π)ଷ ቀℰ(𝐤) 𝑒

ି௜௞⋅௫ + ℰ∗(𝐤) 𝑒௜௞⋅௫ቁ×

×ቀℰ(𝐤ᇱ) 𝑒ି௜௞ᇲ⋅௫ + ℰ∗(𝐤ᇱ) 𝑒௜௞ᇲ⋅௫ቁ =

= 1
8 න

𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ ቀℰ(𝐤) ⋅ ℰ(−𝐤) 𝑒

ିଶ௜௞బ௧ + 2ℰ(𝐤)ℰ∗(𝐤) + ℰ∗(𝐤)ℰ∗(−𝐤) 𝑒ଶ௜௞బ௧ቁ.

Такии̮ самии̮ вираз, що містить ℬ(𝐤), дає другии̮ член. Використовуючи
(6.9) і тои̮ факт, що ℰ(𝐤) є поперечним, ми можемо показати, що залежні
від часу доданки з ℰ і ℬ скорочуються, а решта в підсумку дають

Енерґія = 1
2 න

𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ ℰ(𝐤) ⋅ ℰ

∗(𝐤). (6.11)

Оскільки вектор ℰ(𝐤) поперечнии̮, введемо два поперечні одиничні по-
ляризаціи̮ні вектори ε஛, λ = 1, 2. Тоді підінтеґральнии̮ вираз можемо пере-
писати, як

ℰ(𝐤) ⋅ ℰ∗(𝐤) = ෍
஛ୀଵ,ଶ

หε஛(𝐤) ⋅ ℰ(𝐤)หଶ =

= |𝐤|ଶ ෍
஛ୀଵ,ଶ

หε஛(𝐤) ⋅ 𝒜(𝐤)หଶ.

Скориставшись явним виглядом (6.7) для 𝒜(𝐤), маємо остаточнии̮ вираз
для енерґіı̈ випромінювання:26

Енерґія = න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ ෍

஛ୀଵ,ଶ

𝑒ଶ
2 ቤε஛(𝐤) ⋅ ቀ

𝐩ᇱ
𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ −

𝐩
𝑘 ⋅ 𝑝ቁቤ

ଶ
. (6.12)

Тутмиможемо вільно замінити вектори ε,𝐩ᇱ, і𝐩на 4-вектори. Зауваживши,
що заміна εஜ на 𝑘ஜ має давати нуль,

𝑘ஜቀ
𝑝ᇱஜ
𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ −

𝑝ஜ
𝑘 ⋅ 𝑝ቁ = 0,

26Цеи̮ результат отримано у [32], стор. 703.
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знаходимо, що суму за поляризаціями можна обчислити, вдавшись до при-
и̮ому з § 5.5, тобто замінивши ∑εஜε∗஝ на−𝑔ஜ஝. В результаті,

Енерґія = න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ

𝑒ଶ
2 (−𝑔ஜ஝)ቀ

𝑝ᇱஜ
𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ −

𝑝ஜ
𝑘 ⋅ 𝑝ቁቀ

𝑝ᇱ஝
𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ −

𝑝஝
𝑘 ⋅ 𝑝ቁ =

= න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ

𝑒ଶ
2 ቆ

2𝑝 ⋅ 𝑝ᇱ
(𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ)(𝑘 ⋅ 𝑝) −

𝑚ଶ

(𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ)ଶ −
𝑚ଶ

(𝑘 ⋅ 𝑝)ଶቇ.
(6.13)

Щоб зробити цюформулу нагляднішою, оберемо систему відліку, в якіи̮
𝑝଴ = 𝑝ᇱ଴ = 𝐸. Тоді імпульси є

𝑘ஜ = (𝑘, 𝐤), 𝑝ஜ = 𝐸(1, 𝐯), 𝑝ᇱஜ = 𝐸(1, 𝐯ᇱ).

У такіи̮ системі наша формула набуває вигляду

Енерґія = 𝑒ଶ
(2π)ଶ න𝑑𝑘 ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ), (6.14)

де ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ)—диференціи̮на інтенсивність 𝑑(Енерґія)/𝑑𝑘:

ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) = න 𝑑Ωෝ𝐤
4π ቆ 2(1 − 𝐯 ⋅ 𝐯ᇱ)

(1 −ෝ𝐤 ⋅ 𝐯)(1 −ෝ𝐤 ⋅ 𝐯ᇱ)
− 𝑚ଶ/𝐸ଶ

(1 −ෝ𝐤 ⋅ 𝐯ᇱ)ଶ
− 𝑚ଶ/𝐸ଶ

(1 −ෝ𝐤 ⋅ 𝐯)ଶ
ቇ. (6.15)

Оскільки ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) не залежить від 𝑘, ми бачимо, що інтеґрал у (6.14) по 𝑘 є
тривіальним, алерозбіжним.Цярозбіжністьнасправді виникає через вико-
ристану нами ідеалізацію з миттєвою зміною імпульсу. Ми очікуємо, що на-
ша формула буде працювати лише для випромінювання з частотами, мен-
шими від зворотноı̈ величини часу розсіяння. З релятивістським електро-
ном має місце ще одне обмеження, яке виникає за рахунок ефекту, коли
окремі фотони відбирають істотну частину и̮ого енерґіı̈. В обох випадках
формула справедлива в межі малих частот, тому ми можемо обрізати інте-
ґрал на певному значенні максимальноı̈ частоти 𝑘max. У цьому разі,

ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) = α
π ⋅ 𝑘max ⋅ ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ). (6.16)

Підінтеґральнии̮ вираз ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) є великим, колиෝ𝐤 паралельнии̮ 𝐯 або 𝐯ᇱ:
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В ультрарелятивістському наближенні основнии̮ внесок в енерґію да-
ють два максимуми в першому члені виразу (6.15). Обчислимо ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) в
цьому наближенні, обмежившись інтервалами поблизу двох згаданих ма-
ксимумів:

ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) ≈
ୡ୭ୱ ஘ୀଵ

න
ෝ𝐤⋅𝐯ୀ𝐯⋅𝐯ᇲ

𝑑 cos θ 1 − 𝐯 ⋅ 𝐯ᇱ
(1 − 𝑣 cos θ)(1 − 𝐯 ⋅ 𝐯ᇱ) +

+
ୡ୭ୱ ஘ୀଵ

න
ෝ𝐤⋅𝐯ᇲୀ𝐯⋅𝐯ᇲ

𝑑 cos θ 1 − 𝐯 ⋅ 𝐯ᇱ
(1 − 𝑣ᇱ cos θ)(1 − 𝐯 ⋅ 𝐯ᇱ) .

(Нижні межі в інтеґралах насправді неістотні, бо можна вибрати ෝ𝐤 ⋅ 𝐯 =
1−𝑥(1−𝐯⋅𝐯ᇱ) таким чином, щоб 𝑥 не був надто близьким до 0 і не набагато
більшим від 1. Легко показати, що провіднии̮ внесок в ультрарелятивіст-
ському наближенні не залежить від 𝑥.) Проінтеґрувавши, отримуємо

ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) ≈ log ቆ1 − 𝐯 ⋅ 𝐯ᇱ
1 − |𝐯| ቇ + log ቆ1 − 𝐯 ⋅ 𝐯ᇱ

1 − |𝐯ᇱ| ቇ =

= log ቆ(𝐸
ଶ − 𝐩 ⋅ 𝐩ᇱ)ଶ

𝐸ଶ(𝐸 − |𝐩|)ଶ ቇ =

≈ 2 log ቆ 𝑝 ⋅ 𝑝ᇱ
(𝐸ଶ − |𝐩|ଶ)/2ቇ = 2 log ቆ−𝑞

ଶ

𝑚ଶ ቇ,

(6.17)

де 𝑞ଶ = (𝑝ᇱ − 𝑝)ଶ.
Отже, ми встановили, що енерґія, випромінена при низьких частотах,

Енерґія = α
π

௞max

න
଴

𝑑𝑘 ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) −−−→
ா≫௠

2α
π

௞max

න
଴

𝑑𝑘 log ቆ−𝑞
ଶ

𝑚ଶ ቇ. (6.18)

Якщо випромінювання складається з фотонів, то кожен з них переносить
енерґію 𝑘. Тоді ми можемо знаи̮ти ı̈хню кількість:

Число фотонів = α
π

௞max

න
଴

𝑑𝑘
𝑘 ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ). (6.19)

Маємо сподівання, що обчислення в рамках квантовоı̈ механіки підтвер-
дить цеи̮ результат.
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Квантовомеханічне обчислення

Тепер розглянемо квантовомеханічнии̮ процес, що полягає у випроміню-
ванні одного фотона в процесі розсіяння електрона:

Нехаи̮ℳ଴ позначає частину амплітуди,що виникає від взаємодіı̈ електрона
з зовнішнім полем. Амплітуда процесу загалом є така:

𝑖ℳ = −𝑖𝑒𝑢̄(𝑝ᇱ)ቆℳ଴(𝑝ᇱ, 𝑝 − 𝑘) 𝑖(/𝑝 − /𝑘 +𝑚)
(𝑝 − 𝑘)ଶ −𝑚ଶ γ

ஜε∗ஜ(𝑘)+

+ γஜε∗ஜ(𝑘)
𝑖(/𝑝ᇱ + /𝑘 +𝑚)
(𝑝ᇱ + 𝑘)ଶ −𝑚ଶ ℳ଴(𝑝ᇱ + 𝑘, 𝑝)ቇ𝑢(𝑝).

(6.20)

Оскільки нас цікавить зв’язок з класичним наближенням, припустимо,
що випромінюється м’якии̮ фотон з |𝐤| ≪ |𝐩ᇱ − 𝐩|. Тоді ми можемо набли-
жено записати

ℳ଴(𝑝ᇱ, 𝑝 − 𝑘) ≈ ℳ଴(𝑝ᇱ + 𝑘, 𝑝) ≈ ℳ଴(𝑝ᇱ, 𝑝), (6.21)
де можемо знехтувати /𝑘 в чисельниках пропаґаторів. Ці чисельникиможна
щебільше спростити, застосувавшиалґебру діраковихматриць. У першому
доданку,

(/𝑝 + 𝑚)γஜε∗ஜ𝑢(𝑝) = ൣ2𝑝ஜε∗ஜ(−/𝑝 +𝑚)൧𝑢(𝑝) =
= 2𝑝ஜε∗ஜ𝑢(𝑝).

Так само в другому,
𝑢̄(𝑝ᇱ)γஜε∗ஜ(/𝑝ᇱ +𝑚) = 𝑢̄(𝑝ᇱ) 2𝑝ᇱஜε∗ஜ.

Знаменники пропаґаторів також спрощуються:
(𝑝 − 𝑘)ଶ −𝑚ଶ = −2𝑝 ⋅ 𝑘;
(𝑝ᇱ + 𝑘)ଶ −𝑚ଶ = −2𝑝ᇱ ⋅ 𝑘.

Отже, в наближенні, коли випромінюється м’якии̮ фотон, амплітуда набу-
ває вигляду

𝑖ℳ = 𝑢̄(𝑝ᇱ)ൣℳ଴(𝑝ᇱ, 𝑝)൧𝑢(𝑝) ⋅ ቈ𝑒ቀ
𝑝ᇱ ⋅ ε∗
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘 − 𝑝 ⋅ ε∗

𝑝 ⋅ 𝑘 ቁ቉. (6.22)
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Вона просто дорівнює амплітуді пружного розсіяння (без гальмівного ви-
промінювання), помноженіи̮ на вираз у квадратних дужках, що дає поправ-
ку на утворення м’якого фотона.

Так само и̮ переріз процесу ми можемо легко виразити через переріз
пружного розсіяння, для чого треба просто додатково провести фазово-
просторове інтеґруванняпофотонному імпульсу𝑘. Підсумувавши за двома
станами поляризаціı̈ фотона, маємо

𝑑σ(𝑝 → 𝑝ᇱ + γ) = 𝑑σ(𝑝 → 𝑝ᇱ) ⋅ න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ

1
2𝑘 ෍

஛ୀଵ,ଶ

𝑒ଶቤ𝑝
ᇱ ⋅ ε(஛)
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘 − 𝑝 ⋅ ε(஛)

𝑝 ⋅ 𝑘 ቤ
ଶ
. (6.23)

Отже, диференціи̮на и̮мовірність того,що електрон, розсіянии̮ зі зміною ім-
пульсу від 𝑝 до 𝑝ᇱ, випроменить фотон з імпульсом 𝑘, є

𝑑(імовірність) = 𝑑ଷ𝑘
(2π)ଷ ෍

஛

𝑒ଶ
2𝑘 ቤε஛ ⋅ ቀ

𝐩ᇱ
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘 − 𝐩

𝑝 ⋅ 𝑘ቁቤ
ଶ
. (6.24)

Цеи̮ вираз має дуже знаи̮омии̮ вигляд. Помноживши и̮ого на енерґію фото-
на 𝑘, щоб отримати випромінену енерґію, ми повертаємося до класичного
виразу (6.12).

Проте є одна проблема. Рівняння (6.24) визначає не кількість випромі-
нених фотонів, а лише и̮мовірність випромінювання одного фотона. Ситу-
ація ще погіршиться, якщо ми проінтеґруємо по фотонному імпульсу. Як і
в (6.16), ми можемо інтеґрувати лише до того значення енерґіı̈, на якому
наше наближення м’яких фотонів перестає працювати. Розумною оцінкою
обрізання є |𝐪| = |𝐩 − 𝐩ᇱ|, і тоді

Повна імовірність ≈ α
π

|𝐪|

න
଴

𝑑𝑘 1𝑘 ℐ(𝐯, 𝐯
ᇱ). (6.25)

Оскільки ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) не залежить від 𝑘, то інтеґрал розбігається на нижніи̮ ме-
жі (де всі наші наближення добре справджувались). Інакше кажучи, повна
и̮мовірність випромінювання дуже м’якого фотона є нескінченною. У цьо-
му и̮ полягає відома проблема інфрачервоноı̈ розбіжності в теоріı̈ збурень
КЕД.

Миможемоштучно зробити інтеґрал у (6.25) добре визначеним, припу-
стивши, що фотон має малу ненульову масу µ. Ця маса визначає обрізання
інтеґрала на нижніи̮ межі, що в підсумку дає

𝑑σ൫𝑝 → 𝑝ᇱ + γ(𝑘)൯ = 𝑑σ(𝑝 → 𝑝ᇱ) ⋅ α
2π log ቆ

−𝑞ଶ
µଶ ቇℐ(𝐯, 𝐯ᇲ) ≈

ି௤మ→ஶ

≈
ି௤మ→ஶ

𝑑σ(𝑝 → 𝑝ᇱ) ⋅ απ log ቆ
−𝑞ଶ
µଶ ቇ log ቆ−𝑞

ଶ

𝑚ଶ ቇ.
(6.26)
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Залежність результату від 𝑞ଶ, відома як судаківський подвійний лоґарифм,
насправді має фізичнии̮ сенс і знову виникне в § 6.4. Проте залежність від µ
є проблемою, якіи̮ ми мусимо дати раду. Неважко здогадатися, що виріше-
ння цієı̈ проблеми полягатиме у впровадженні новоı̈ інтерпретаціı̈ форму-
ли (6.24), як очікуваноı̈ кількості випромінених фотонів, а не и̮мовірності
випромінювання одного фотона. В §§ 6.4 і 6.5 ми побачимо, як ця нова ін-
терпретація випливає з розгляду феи̮нманових діаґрам. Проте, щоб підго-
туватися до цього обговорення, ми маємо поглибити розуміння амплітуди
розсіяння без випромінювання.

§6.2. Електронна вершинна функція: формальна стру-
ктура

Після короткого розгляду радіаціи̮них поправок КЕД, що виникають від
гальмівного випромінювання, переи̮демо до поправок, викликаних прису-
тністю додаткового віртуального фотона:

(6.27)

Це стане нашим першим досвідом роботи з феи̮нмановими діаґрамами, що
містять петлі. Такі діаґрами породжують у квантовіи̮ теоріı̈ поля надзви-
чаи̮но сери̮озні ускладнення.

Результат обчислення цієı̈ діаґрами має бути досить громіздким, тому
корисно заздалегідь спробувати зрозуміти, на якии̮ вигляд поправки слід
очікувати і як інтерпретувати ı̈ı̈ можливі складові. В поточному параґрафі
ми розглянемо загальні властивості діаґрам вершинних поправок і поба-
чимо, що засадничі вимоги лоренц-інваріантності, дискретних симетріи̮ у
КЕД і тотожності Варда жорстко обмежують припустиму форму вершини.

Отже, розглянемо клас діаґрам:

де сірим колом позначено суму електрон-фотонних вершин у нижчому по-
рядку з усіма ампутованими петльовими поправками. Надалі позначати-
мемо цю суму вершинних діаґрам, як −𝑖𝑒 Γஜ(𝑝ᇱ, 𝑝). Відповідно до основноı̈
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формули (4.103) для елементів S-матриці, амплітуда розсіяння електрона
на важкіи̮ мішені є

𝑖ℳ = 𝑖𝑒ଶቀ𝑢̄(𝑝ᇱ) Γஜ(𝑝ᇱ, 𝑝) 𝑢(𝑝)ቁ 1𝑞ଶቀ𝑢̄(𝑘
ᇱ) γஜ 𝑢(𝑘)ቁ. (6.28)

У загальнішому випадку, функція Γஜ(𝑝ᇲ , 𝑝) виникає в елементі S-матри-
ці розсіяння електрона у зовнішньому електромаґнітному полі. Як і в Зада-
чі 4.4, додамо до гамільтоніана КЕД член із взаємодією

Δ𝐻int = න𝑑ଷ𝐱 𝑒𝐴cl
ஜ 𝑗ஜ, (6.29)

де 𝑗ஜ(𝑥) = ψ̄(𝑥)γஜψ(𝑥) є електромаґнітнии̮ струм, а 𝐴cl
ஜ —фіксовании̮ ве-

ктор-потенціалкласичного зовнішньогополя. Упровідномупорядкутеоріı̈
збурень матричнии̮ елемент розсіяння електрона на такому зовнішньому
полі є

𝑖ℳ (2π) δ(𝑝ᇱ଴ − 𝑝଴) = −𝑖𝑒𝑢̄(𝑝ᇱ) γஜ 𝑢(𝑝) ⋅ ෥𝐴cl
ஜ(𝑝ᇱ − 𝑝),

де ෥𝐴cl
ஜ(𝑞)—фур’є-перетворення 𝐴cl

ஜ(𝑥). Вершинні поправки змінюють цеи̮
вираз на

𝑖ℳ (2π) δ(𝑝ᇱ଴ − 𝑝଴) = −𝑖𝑒𝑢̄(𝑝ᇱ) Γஜ(𝑝ᇱ, 𝑝) 𝑢(𝑝) ⋅ ෥𝐴cl
ஜ(𝑝ᇱ − 𝑝), (6.30)

У (6.28) і (6.30) ми свідомо вилучили внески від діаґрам поляризаціı̈ ваку-
уму, на зразок четвертоı̈ діаґрами в (6.1). Причина полягає в тому, що такі
діаґрами описують квантові поправки до самого електромаґнітного поля,
тоді якдіаґрамивΓஜ єпоправкамидовідгуку електронана заданенаведене
поле.27

Ми можемо вдатися до загальних міркувань, щоб накласти обмеження
на вигляд Γஜ(𝑝ᇱ, 𝑝). Очевидно, що в нижчому порядку Γஜ = γஜ. Власне кажу-
чи, Γஜ є певним виразом, що містить 𝑝, 𝑝ᇱ, γஜ, різні константи (на зразок 𝑚
і 𝑒) та числові коефіцієнти. Це є вичерпним списком, бо жодні інші величи-
ни не входять до феи̮нманових правил для обчислення діаґрам у Γஜ. Єдино
ще міг би ще з’явитися тензор εஜ஝஡஢ (або, що еквівалентно, γହ), проте и̮ого
присутність неприпустима в будь-якіи̮ теоріı̈, де зберігається парність.

Ми можемо ще більше звузити можливии̮ вибір форм для Γஜ, звернув-
шись до лоренц-інваріантності. Оскільки Γஜ перетворюється, як 4-вектор
(у тому ж сенсі, що и̮ γஜ), то вона має бути певною лініи̮ною комбінацією
векторів з наведеного вище переліку— γஜ, 𝑝ஜ і 𝑝ᇱஜ. Скориставшись для зру-
чності комбінаціями 𝑝ᇱ + 𝑝 і 𝑝ᇱ − 𝑝, маємо

Γஜ = γஜ ⋅ 𝐴 + (𝑝ᇱஜ + 𝑝ஜ) ⋅ 𝐵 + (𝑝ᇱஜ − 𝑝ஜ) ⋅ 𝐶. (6.31)
27Для обґрунтування цього твердженнямимусимо строго визначити, що є наведеним зов-
нішнім полем у квантовіи̮ теоріı̈. Це буде зроблено в Розділі 11.
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Коефіцієнти𝐴,𝐵 і𝐶 можутьмістити діракові матриці, згорнуті з векторами
на зразок /𝑝 та /𝑝ᇱ, але оскільки /𝑝 𝑢(𝑝) = 𝑚 ⋅ 𝑢(𝑝) і 𝑢̄(𝑝ᇱ)/𝑝ᇱ = 𝑢̄(𝑝ᇱ) ⋅ 𝑚, то ми
можемо без втрати загальності записати ці коефіцієнти як звичаи̮ні числа.
Єдиним нетривіальним скаляром є 𝑞ଶ = −2𝑝ᇱ ⋅ 𝑝 + 2𝑚ଶ, тож 𝐴, 𝐵 і 𝐶 мають
бути функціями лише від 𝑞ଶ (та констант на зразок𝑚 і 𝑒).

Перелік допустимих векторів ще скоротиться, якщо застосувати тото-
жність Варда (5.79): 𝑞ஜΓஜ = 0. (Відзначимо, що наші арґументи на користь
цієı̈ тотожності в § 5.5— і доведення в § 7.4— не вимагають 𝑞ଶ = 0.) Згор-
нувши 𝑞ஜ з (6.31) за лоренцовими індексами і розмістивши між 𝑢̄(𝑝ᇱ) та
𝑢(𝑝), миможемопереконатися,що першии̮ та другии̮ доданки обертаються
на нуль, а третіи̮ ні, тому 𝐶 = 0.

Далі спрощувати (6.31) на підставі лише загальних принципів ми вже
не можемо. Проте зручно переписати цеи̮ вираз за допомогою тотожності
Ґордона (Задача 3.2):

𝑢̄(𝑝ᇱ) γஜ 𝑢(𝑝) = 𝑢̄(𝑝ᇱ)ቈ𝑝
ᇱஜ + 𝑝ஜ
2𝑚 + 𝑖σஜ஝𝑞஝

2𝑚 ቉𝑢(𝑝). (6.32)

Ц дозволяє нам замінити член з (𝑝ᇱ+𝑝) на такии̮, що містить σஜ஝𝑞஝. Остато-
чно запишемо результат, як

Γஜ(𝑝ᇱ, 𝑝) = γஜ𝐹ଵ(𝑞ଶ) +
𝑖σஜ஝𝑞஝
2𝑚 𝐹ଶ(𝑞ଶ), (6.33)

де 𝐹ଵ і 𝐹ଶ є невідомими функціями від 𝑞ଶ, що мають назву форм-факторів.
У наи̮нижчому порядку теоріı̈ збурень 𝐹ଵ = 1 і 𝐹ଶ = 0. В наступному па-

раґрафі ми обчислимо для них однопетльові (порядку α) поправки за раху-
нок вершинноı̈ діаґрами (6.27). Загалом, форм-фактори можна знаи̮ти для
будь-якого порядку теоріı̈ збурень.

Позаяк𝐹ଵ і𝐹ଶ містять усю інформаціюпро вплив електромаґнітного по-
ля на електрон, вони мають, зокрема, включати електричнии̮ заряд еле-
ктрона та и̮ого маґнітнии̮ момент. Для знаходження електричного заря-
ду скористаємося (6.30) и̮ обчислимо амплітуду пружного кулонового роз-
сіяння нерелятивістського електрона на ділянці простору з ненульовим
електростатичним потенціалом. Нехаи̮ 𝐴cl

ஜ(𝑥) = (ϕ(𝐱), 𝟎). Тоді ෥𝐴cl
ஜ(𝑞ଶ) =

((2π)δ(𝑞଴)෥ϕ(𝐪), 𝟎). Підставивши цеи̮ вираз у (6.30), маємо

𝑖ℳ = −𝑖𝑒𝑢̄(𝑝ᇱ) Γ଴(𝑝ᇱ, 𝑝) 𝑢(𝑝) ⋅ ෥ϕ(𝐪).

Якщо електростатичне поле дуже повільно змінюється на великіи̮ (можли-
во, макроскопічніи̮) ділянці простору, то ෥ϕ(𝐪) буде зосереджена поблизу
𝐪 = 0, а отже, ми можемо переи̮ти до межі 𝐪 → 0 у спінорному матричному
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елементі. Внесок дає лише форм-фактор 𝐹ଵ. Скориставшись виразом для
спінорів у нерелятивістському наближенні,

𝑢̄(𝑝ᇱ) γ଴ 𝑢(𝑝) = 𝑢ற(𝑝ᇱ)𝑢(𝑝) ≈ 2𝑚 ξᇱறξ,
отримуємо амплітуду розсіяння електрона на електростатичному полі:

𝑖ℳ = −𝑖𝑒𝐹ଵ(0)෥ϕ(𝐪) ⋅ 2𝑚 ξᇱறξ. (6.34)
Це є борнове наближення для розсіяння на потенціалі

𝑣(𝐱) = 𝑒𝐹ଵ(0)ϕ(𝐱).
Таким чином, 𝐹ଵ(0) є електричним зарядом електрона в одиницях 𝑒.
Оскільки 𝐹ଵ(0) = 1 вже в головному порядку теоріı̈ збурень, радіаціи̮ні по-
правки до 𝐹ଵ(𝑞ଶ) мають обертатися на нуль при 𝑞ଶ = 0.

Повторивши ці міркування для розсіяння електрона на статичному ве-
кторному потенціалі, можемо виявити схожии̮ зв’язок між форм-фактора-
ми та маґнітним моментом електрона.28 Встановимо 𝐴cl

ஜ(𝑥) = (0, 𝐀cl). Ам-
плітуда розсіяння на цьому полі є

𝑖ℳ = +𝑖𝑒ቂ𝑢̄(𝑝ᇱ)ቀγ௜𝐹ଵ +
𝑖σஜ஝𝑞஝
2𝑚 𝐹ଶቁ𝑢(𝑝)ቃ෥𝐴௜

cl(𝐪). (6.35)

Вираз у квадратних дужках обертається на нуль при 𝐪 = 0, тому ми муси-
мо акуратно виокремити з нього внесок, лініи̮нии̮ за 𝑞௜ . Для цього розкла-
демо 𝑢(𝑝) в нерелятивістському наближенні и̮ залишимо тільки лініи̮ні за
імпульсами члени:

𝑢(𝑝) = ቆ√𝑝 ⋅ σ ξඥ𝑝 ⋅ σ̄ ξቇ ≈ √𝑚ቆ(1 − 𝐩 ⋅ σ/2𝑚) ξ
(1 + 𝐩 ⋅ σ/2𝑚) ξቇ . (6.36)

Доданок з 𝐹ଵ можна спростити наступним чином:

𝑢̄(𝑝ᇱ) γ௜ 𝑢(𝑝) = 2𝑚ξᇱறቆ𝐩 ⋅ σ2𝑚 σ௜ + σ௜ 𝐩 ⋅ σ2𝑚 ቇξ.

Застосувавши тотожність σ௜σ௝ = δ௜௝ + 𝑖ε௜௝௞σ௞ , знаходимо два члени—неза-
лежнии̮ від спіну (пропорціи̮нии̮ (𝐩ᇱ+𝐩)) і залежнии̮ від нього (пропорціи̮-
нии̮ (𝐩ᇱ−𝐩)). Першии̮ з них є внескомвід оператора𝐩⋅𝐀+𝐀⋅𝐩 в звичаи̮ну кі-
нетичну енерґію нерелятивістськоı̈ квантовоı̈ механіки. Другии̮ представ-
ляє взаємодію зполеммаґнітногомоменту—щоми и̮шукали. Відкинувши
першии̮ член, маємо

𝑢̄(𝑝ᇱ) γ௜ 𝑢(𝑝) = 2𝑚ξᇱறቀ −𝑖2𝑚 ε௜௝௞𝑞௝σ௞ቁξ.
28Подальші викладки містять багато множників (ିଵ), що виникають від підняття и̮ опу-
скання простороподібних індексів. Перевіряючи обчислення, будьте пильні!
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Доданок з 𝐹ଶ вже містить у явному вигляді множник 𝑞, тому ми можемо
обчислити и̮ого, використавши головнии̮ член розкладення спінорів:

𝑢̄(𝑝ᇱ)ቀ 𝑖
2𝑚 σ௜஝𝑞஝ቁ𝑢(𝑝) = 2𝑚ξᇱறቀ −𝑖2𝑚 ε௜௝௞𝑞௝σ௞ቁξ.

Звідси повнии̮ член електрон-фотонноı̈ функціı̈, пропорціи̮нии̮ 𝑞, є

𝑢̄(𝑝ᇱ)ቀγ௜𝐹ଵ +
𝑖σ௜஝𝑞஝
2𝑚 𝐹ଶቁ𝑢(𝑝) ≈

௤→଴
2𝑚ξᇱறቀ −𝑖2𝑚 ε௜௝௞𝑞௝σ௞[𝐹ଵ(0) + 𝐹ଶ(0)]ቁξ.

Підставивши цеи̮ вираз у (6.35), знаходимо

𝑖ℳ = −𝑖(2𝑚) ⋅ 𝑒ξᇱறቀ−12𝑚 σ௞[𝐹ଵ(0) + 𝐹ଶ(0)]ቁξ ෥𝐵௞(𝐪),

де
෥𝐵௞(𝐪) = −𝑖ε௜௝௞𝑞௜෥𝐴௝cl(𝐪)

є фур’є-перетворенням маґнітного поля, породженого 𝐀cl(𝐱).
Ми знову можемо інтерпретуватиℳ як борнове наближення ампліту-

ди розсіяння електрона на деякому потенціалі. Цеи̮ потенціал відповідає
взаємодіı̈ маґнітного моменту,

𝑉(𝐱) = −⟨µ⟩ ⋅ 𝐁(𝐱),

де
⟨µ⟩ = 𝑒

𝑚 [𝐹ଵ(0) + 𝐹ଶ(0)] ξᇱற
σ
2 ξ.

Цеи̮ вираз для маґнітного моменту електрона можемо переписати в стан-
дартніи̮ формі:

µ = 𝑔ቀ 𝑒
2𝑚ቁ𝐒,

де 𝐒—спін електрона. Коефіцієнт 𝑔 має назву фактора Ланде:

𝑔 = 2[𝐹ଵ(0) + 𝐹ଶ(0)] = 2 + 2𝐹ଶ(0). (6.37)

Оскільки в головному порядку теоріı̈ збурень член с 𝐹ଶ не з’являється, КЕД
стверджує, що 𝑔 = 2+𝒪(α). Провіднии̮ член у 𝑔-факторі є стандартним на-
слідком рівняння Дірака. Проте у вищих порядках ми виявимо ненульовии̮
𝐹ଶ, і тоді виникне невелика розбіжність між маґнітним моментом електро-
на і діраковим значеннямдлянього. В наступномупараґрафімиобчислимо
в першому порядку за α внесок до цього аномальногомаґнітногомоменту.

Оскільки наші викладки для структури вершини (6.33) ґрунтувалися
лише на загальних принципах симетріı̈, є всі підстави сподіватися, що ця
формула справедлива для взаємодіı̈ з електромаґнітним полем не лише
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електрона, а и̮ будь-якого ферміона. До прикладу, електромаґнітна амплі-
туда розсіяння протона на фотоні так само має описуватися двома інварі-
антнимифункціями від 𝑞ଶ. Та оскільки протон не є елементарною часткою,
не варто очікувати, що діракові значення 𝐹଴ = 1 і 𝐹ଶ = 0 будуть вдали-
ми наближеними значеннями для форм-факторів протона. Насправді оби-
два форм-фактори протона дуже залежать від 𝑞ଶ. Проте розгляд вершин-
ноı̈ функціı̈ за допомогоюформ-факторів дає змогу порівнювати и̮ узагаль-
нювати дані про розсіяння при різних енерґіях та кутах. Точнии̮ зв’язок
форм-факторів з перерізами розглядається в Задачі 6.1. Зрештою, щои̮но
виведені нами загальні обмеження при 𝑞ଶ = 0 справедливі и̮ для прото-
на: 𝐹ଵ(0) = 1 і 2𝐹ଶ(0) = (𝑔p − 2), хоча 𝑔-фактор протона відрізняється від
діракового значення на 40 відсотків.

§6.3. Електронна вершинна функція: обчислення

Тепер, знаючи з виразу (6.33) загальнии̮ вигляд відповіді, ми вже готові
розпочинати обчислення однопетльовоı̈ поправки до вершинноı̈ функціı̈
електрона. Позначимо імпульси на діаґрамі:

Застосувавши феи̮нманові правила, одержимо в першому порядку за α, що
𝑢̄(𝑝ᇱ) Γஜ 𝑢(𝑝) = 𝑢̄(𝑝ᇱ) γஜ 𝑢(𝑝) + δΓஜ, де

δΓ(𝑝ᇱ, 𝑝) = න 𝑑ସ𝑘
(2π)ସ

−𝑖𝑔஝஡
(𝑘 − 𝑝)ଶ + 𝑖ε ×

× 𝑢̄(𝑝ᇱ) (−𝑖𝑒γ஝) 𝑖(/𝑘ᇱ +𝑚)
𝑘ᇱଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε γ

ஜ 𝑖(/𝑘 + 𝑚)
𝑘ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε (−𝑖𝑒γ

஡) 𝑢(𝑝) =

= 2𝑖𝑒ଶන 𝑑ସ𝑘
(2π)ସ

𝑢̄(𝑝ᇱ)ൣ/𝑘γஜ/𝑘ᇱ +𝑚ଶγஜ − 2𝑚(𝑘 + 𝑘ᇱ)ஜ൧𝑢(𝑝)
((𝑘 − 𝑝)ଶ + 𝑖ε)(𝑘ᇱଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε)(𝑘ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε) .

(6.38)

У третьому рядку ми скористалися тотожністю γ஝γஜγ஡𝑔஝஡ = γ஝γஜγ஝ = −2γஜ.
Зазначимо, що члени +𝑖ε в знаменниках вилучати не можна, бо вони зна-
добляться для правильного обчислення інтеґрала по петлі.

Інтеґрал має жахливии̮ вигляд, і, направду, и̮ого обчислення є непро-
стим. Такі інтеґрали вимагають особливого підходу, відомого як метод
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фейнманових параметрів (хоча дуже схожии̮ спосіб раніше запропонував
Швінґер).

Фейнманові параметри

Суть цього методу полягає в приведенні добутку трьох знаменників у
(6.38) до одного квадратичного полінома по 𝑘, піднесеного до кубу. Потім
ми зможемо перевизначити змінну на певну константу, щоб перетворити
поліном на повнии̮ квадрат і без особливих зусиль обчислити отримании̮
сферично-симетричнии̮ інтеґрал. Однак за це доведеться заплатити впро-
вадженням деяких довільних параметрів, за якими також треба інтеґрува-
ти.

Почнемо з розгляду простішого випадку двох множників у знаменнику.
Застосуємо тотожність

1
𝐴𝐵 =

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 1
ൣ𝑥𝐴 + (1 − 𝑥)𝐵൧ଶ

=
ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 δ(𝑥 + 𝑦 − 1) 1
ൣ𝑥𝐴 + 𝑦𝐵൧ଶ

. (6.39)

Один з прикладів ı̈ı̈ використання:

1
(𝑝 − 𝑘)ଶ(𝑘ଶ −𝑚ଶ) =

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 δ(𝑥 + 𝑦 − 1) 1
ൣ𝑥(𝑘 − 𝑝) + 𝑦(𝑘ଶ −𝑚ଶ)൧ଶ

=

=
ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 δ(𝑥 + 𝑦 − 1) 1
ൣ𝑘ଶ − 2𝑥 𝑘 ⋅ 𝑝 + 𝑥𝑝ଶ − 𝑦𝑚ଶ൧ଶ

.

Підставивши ℓ ≡ 𝑘−𝑥𝑝, ми побачимо, що знаменник залежить лише від ℓଶ.
Тепер інтеґрувати по 𝑑ସ𝑘 набагато простіше, бо 𝑑ସ𝑘 = 𝑑ସℓ, а підінтеґраль-
нии̮ вираз сферично-симетричнии̮ за ℓ. Змінні 𝑥 та 𝑦, які було впроваджено,
щоб зробити можливою таку трансформацію, називаютьсяфейнмановими
параметрами.

Наш інтеґрал (6.38) має знаменник уже з трьома множниками, тож ми
потребуємо дещо іншоı̈ тотожності. Продиференціювавши (6.39) по 𝐵, лег-
ко довести, що

1
𝐴𝐵௡ =

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 δ(𝑥 + 𝑦 − 1) 𝑛𝑦௡ିଵ

ൣ𝑥𝐴 + 𝑦𝐵൧௡ାଵ
. (6.40)

Проте цього ще замало. Нам потрібна формула вигляду

1
𝐴ଵ𝐴ଶ⋯𝐴௡

=
ଵ

න
଴

𝑑𝑥ଵ⋯𝑑𝑥௡ δ൫∑𝑥௜ − 1൯ (𝑛 − 1)!
ൣ𝑥ଵ𝐴ଵ + 𝑥ଶ𝐴ଶ +⋯+ 𝑥௡𝐴௡൧௡

. (6.41)
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Доведення проводиться за індукцією. При 𝑛 = 2 цеи̮ вираз збігається з
(6.39), а крок індукціı̈ є нескладним і полягає в застосуванні виразу (6.40).

Послідовно продиференціювавши (6.41), можемо вивести ще загальні-
шу тотожність:

1
𝐴௠భ
ଵ 𝐴௠మ

ଶ ⋯𝐴௠೙
௡

=
ଵ

න
଴

𝑑𝑥ଵ⋯𝑑𝑥௡ δ൫∑𝑥௜ − 1൯×

× ∏𝑥௠೔ିଵ
௜

ൣ ∑ 𝑥௜𝐴௜൧ஊ௠೔

Γ(𝑚ଵ +⋯+𝑚௡)
Γ(𝑚ଵ)⋯Γ(𝑚௡)

.
(6.42)

Ця формула справедлива навіть тоді, коли𝑚௜ не є цілими. У § 10.5 ми мати-
мемо справу якраз із таким випадком.

Обчислення форм-факторів

Застосуємо формулу (6.41) до знаменника в (6.38):

1
((𝑘 − 𝑝)ଶ + 𝑖ε)(𝑘ᇱଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε)(𝑘ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε) =

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 δ(𝑥+𝑦+𝑧−1) 2
𝐷ଷ ,

де в знаменнику правоı̈ частини

𝐷 = 𝑥(𝑘ଶ −𝑚ଶ) + 𝑦(𝑘ᇱଶ −𝑚ଶ) + 𝑧(𝑘 − 𝑝)ଶ + (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)𝑖ε =
= 𝑘ଶ + 2𝑘 ⋅ (𝑦𝑞 − 𝑧𝑝) + 𝑦𝑞ଶ + 𝑧𝑝ଶ − (𝑥 − 𝑦)𝑚ଶ + 𝑖ε.

(6.43)

У другому рядку було використано рівності 𝑥 + 𝑦+ 𝑧 = 1 і 𝑘ᇱ = 𝑘+ 𝑞. Тепер
перевизначимо змінну 𝑘, щоб отримати повнии̮ квадрат:

ℓ ≡ 𝑘 + 𝑦𝑞 − 𝑧𝑝.

Після суто алґебраı̈чних викладок знаходимо, що 𝐷 спрощується до

𝐷 = ℓଶ − Δ + 𝑖ε,

де
Δ ≡ −𝑥𝑦𝑞ଶ + (1 − 𝑧)ଶ𝑚ଶ. (6.44)

Оскільки в процесі розсіяння 𝑞ଶ < 0, то Δ позитивна. Вважатимемо ı̈ı̈ ефе-
ктивним масовим членом.

Далі виразимочисельник у (6.38) через ℓ. Ця задача значно спроститься,
коли взяти до уваги, що 𝐷 залежить лише від абсолютного значення ℓ,

න 𝑑ସℓ
(2π)ସ

ℓஜ
𝐷ଷ = 0; (6.45)
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න 𝑑ସℓ
(2π)ସ

ℓஜℓ஝
𝐷ଷ = න 𝑑ସℓ

(2π)ସ
ଵ
ସ𝑔ஜ஝ℓଶ
𝐷ଷ . (6.46)

Перша рівність випливає з симетріı̈. Для доведення другоı̈ відзначимо, що
інтеґрал обертається на нуль, якщо µ ≠ ν. Таким чином, лоренц-інваріан-
тність вимагає, щоб результат був пропорціи̮ним 𝑔ஜ஝. Для перевірки пра-
вильності коефіцієнта треба просто згорнути обидві частини з 𝑔ஜ஝. Скори-
ставшись цими тотожностями, легко знаи̮ти, що

Чисельник = 𝑢̄(𝑝ᇱ)ቂ/𝑘γஜ/𝑘ᇲ +𝑚ଶγஜ − 2𝑚(𝑘 + 𝑘ᇱ)ஜቃ𝑢(𝑝) →

→ 𝑢̄(𝑝ᇱ)ቂ − ଵ
ଶ γ

ஜℓଶ + (−𝑦/𝑞 + 𝑧/𝑝)γஜ((1 − 𝑦)/𝑞 + 𝑧/𝑝)+

+𝑚ଶγஜ − 2𝑚((1 − 2𝑦)𝑞ஜ + 2𝑧𝑝ஜ)ቃ𝑢(𝑝).

(Маи̮те на увазі, що 𝑘ᇱ = 𝑘 + 𝑞).
Алґебра Дірака дозволяє привести цеи̮ вираз до компактнішого вигля-

ду—на що знадобиться десь сторінка або дві викладок. Саме зараз ком-
пенсуються зусилля, що ı̈х ми витратили на обчислення наприкінці попе-
реднього параґрафу, оскільки нам відомо загальнии̮ вигляд очікуваноı̈ від-
повіді. Насамкінець усі отримані доданки треба зібрати у дві ґрупи, про-
порціи̮ні відповідно до γஜ і 𝑖σஜ஝𝑞஝. Наи̮коротшии̮ шлях полягає в тому, щоб
намагатися отримати вираз типу

γஜ ⋅ 𝐴 + (𝑝ᇱஜ + 𝑝ஜ) ⋅ 𝐵 + 𝑞ஜ ⋅ 𝐶,

так само, як і в (6.31). Для приведення до такого вигляду потрібні лише
співвідношення антикомутаціı̈ (наприклад, /𝑝γஜ = 2𝑝ஜ − γஜ/𝑝) і рівняння Ді-
рака /𝑝𝑢(𝑝) = 𝑚𝑢(𝑝) та 𝑢̄(𝑝ᇱ)/𝑝 = 𝑢̄(𝑝ᇱ)𝑚; з цього, між іншим, випливає, що
𝑢̄(𝑝ᇱ)/𝑞𝑢(𝑝) = 0. Також варто пам’ятати, що 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1. А коли розвіється
дим, отримаємо

Чисельник = 𝑢̄(𝑝ᇱ)ቂγஜ ⋅ ൫ − ଵ
ଶℓ

ଶ + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦)𝑞ଶ + (1 − 2𝑧 − 𝑧ଶ)𝑚ଶ൯+

+ (𝑝ᇱஜ + 𝑝ஜ) ⋅ 𝑚𝑧(𝑧 − 1) + 𝑞ஜ ⋅ 𝑚(𝑧 − 2)(𝑥 − 𝑦)ቃ𝑢(𝑝).

Відповідно до тотожності Варда, коефіцієнт при 𝑞ஜ має дорівнювати ну-
лю—ми обговорювали це після (6.31). І справді, знаменник, як випливає
з (6.44), симетричнии̮ до заміни 𝑥 ↔ 𝑦. Множник при 𝑞ஜ в чисельнику не-
парнии̮ відносно 𝑥 ↔ 𝑦, а отже, обертається на нуль після інтеґрування по
𝑥 та 𝑦.

Дотримуючись схеми попереднього параґрафу, застосуємо тотожність
Ґордона (6.32) і запишемо (𝑝ᇱ+𝑝)через 𝑖σஜ஝𝑞஝. Нашповнии̮ вираздлявнеску
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𝒪(α) в електронну вершину набуває вигляду

δΓ(𝑝ᇱ, 𝑝) = 2𝑖𝑒ଶන 𝑑ସℓ
(2π)ସ

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 δ(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1) 2
𝐷ଷ ×

×𝑢̄(𝑝ᇱ)ቂγஜ ⋅ ൫ − ଵ
ଶℓ

ଶ + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦)𝑞ଶ + (1 − 4𝑧 − 𝑧ଶ)𝑚ଶ൯+

+ 𝑖σஜ஝𝑞஝
2𝑚 ൫2𝑚ଶ𝑧(1 − 𝑧)൯ቃ𝑢(𝑝),

(6.47)

де, як і раніше,

𝐷 = ℓଶ − Δ + 𝑖ε, Δ = −𝑥𝑦𝑞ଶ + (1 − 𝑧)ଶ𝑚ଶ > 0.

Тепер розподіл на форм-фактори є очевидним.
Наи̮марудніша частина роботи лишилася позаду, і головною нашою за-

дачею стає обчислення інтеґрала по імпульсах. Неважко взяти інтеґрал по
ℓ଴, розглядаючи и̮ого як контурнии̮, а потім обчислити інтеґрал по просто-
рових компонентах у сферичних координатах. Ми вдамося навіть до про-
стішого прии̮ому, що має назву ві́кового повороту. Зазначимо, що якби не
знаки мінус у метриці Мінковського, ми могли б обчислити весь чотириви-
мірнии̮ інтеґрал у сферичнихкоординатах. Для усуненнянезручнихмінусів
розглянемо контур інтеґрування в площині ℓ଴ (Рис. 6.1). Розташування по-

Рис. 6.1. Контур інтеґрування по ℓ଴ можна повернути наступним чином.

люсів і тои̮ факт, що підінтеґральнии̮ вираз досить швидко прагне до нуля
при великих |ℓ଴|, даютьможливість повернути контурна 90∘проти часовоı̈
стрілки. Визначимо тепер евклідів 4-імпульс ℓா:

ℓ଴ ≡ 𝑖ℓ଴ா; ℓ = ℓா . (6.48)
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Повернутии̮ контур починається від ℓ଴ா = −∞ і закінчується на ℓ଴ா =
∞. Замінивши змінні інтеґрування на ℓா , ми можемо обчислити інтеґрал у
чотиривимірних сферичних координатах.

Для початку,

න 𝑑ସℓ
(2π)ସ

1
[ℓଶ − Δ]௠ = 𝑖

(−1)௠
1

(2π)ସ න𝑑ସℓா
1

[ℓଶா + Δ]௠ =

= 𝑖(−1)௠
(2π)ସ න𝑑Ωସ

ஶ

න
଴

𝑑𝑙ா
ℓଷா

[ℓଶா + Δ]௠ .

Дарма що наразі нас цікавить лише окремии̮ випадок𝑚 = 3, буде кори-
сно знати загальнии̮ результат— він знадобиться при обчисленні інших
петльових поправок. Множник ∫𝑑Ωସ є „площею“ поверхні чотиривимір-
ноı̈ сфери одиничного радіусу, яка дорівнює 2πଶ. (Іǆı̈ можна отримати, пе-
реи̮шовши до сферичних координат:

𝑥 = (𝑟 sinω sin θ cosϕ, 𝑟 sinω sin θ sinϕ, 𝑟 sinω cos θ, 𝑟 cosω).

Міра інтеґрування при цьому є 𝑑ସ𝑥 = 𝑟ଷ sinଶωsin θ 𝑑ϕ𝑑θ𝑑ω𝑑𝑟.) Решта ін-
теґрала береться напряму, і остаточно ми маємо

න 𝑑ସℓ
(2π)ସ

1
[ℓଶ − Δ]௠ = 𝑖(−1)௠

(4π)ଶ
1

(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)
1

Δ௠ିଶ . (6.49)

Таким самим чином,

න 𝑑ସℓ
(2π)ସ

ℓଶ
[ℓଶ − Δ]௠ = 𝑖(−1)௠ିଵ

(4π)ଶ
2

(𝑚 − 1)(𝑚 − 2)(𝑚 − 3)
1

Δ௠ିଷ . (6.50)

Зауважимо,що другии̮ результат справедливии̮ лише для𝑚 > 3. При𝑚 = 3
віків поворот робити не можна, і такии̮ інтеґрал у кожному разі розбігає-
ться. Проте саме цеи̮ випадок потрібен для (6.47).

Далі ми зрозуміємо фізичнии̮ сенс цієı̈ розбіжності, а поки вдамося до
штучного прии̮ому, щоб зробити інтеґрал збіжним. Для цього повернемо-
ся до початкового виразу для феи̮нманового інтеґрала (6.38) і змінимо фо-
тоннии̮ пропаґатор:

1
(𝑘 − 𝑝)ଶ + 𝑖ε ⟶

1
(𝑘 − 𝑝)ଶ + 𝑖ε −

1
(𝑘 − 𝑝)ଶ − Λଶ + 𝑖ε, (6.51)

де Λ—деяка дуже велика маса. Така заміна не впливає на інтеґрал у діа-
пазоні малих 𝑘 (бо Λ є великою), проте при 𝑘 ≳ Λ він м’яко обрізується.
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Вважатимемо другии̮ член у (6.51) пропаґатором якогось фіктивного важ-
кого фотона, чии̮ внесок віднімається від внеску звичаи̮ного фотона. Для
цього пропаґатора чисельник залишається незмінним, а в знаменнику

Δ ⟶ Δஃ = −𝑥𝑦𝑞ଶ + (1 − 𝑧)ଶ𝑚ଶ + 𝑧Λଶ. (6.52)
Тепер інтеґрал (6.50) збігається, і миможемо, здіи̮снивши віків поворот, об-
числити и̮ого:

න 𝑑ସℓ
(2π)ସ ቆ

ℓଶ
[ℓଶ − Δ]ଷ −

ℓଶ
[ℓଶ − Δஃ]ଷ

ቇ = 𝑖
(4π)ଶ

ஶ

න
଴

𝑑ℓଶாቆ
ℓଶா

[ℓଶா + Δ]ଷ −
ℓଶா

[ℓଶா + Δஃ]ଷ
ቇ =

= 𝑖
(4π)ଶ log ቀ

Δஃ
Δ ቁ. (6.53)

До збіжних членів у (6.47)ще додаються поправкипорядкуΛିଶ, проте ними
ми тут знехтували.

Спосіб реґуляризаціı̈ феи̮нманових інтеґралів через впровадження фі-
ктивних важких часток має назву реґуляризації Паулі–Вілларса. Слід,
однак, мати на увазі, що поява фіктивного фотона не має жодного фізично-
го сенсу, і такии̮ спосіб реґуляризаціı̈ є лише одним з багатьох можливих.
(Ми розглянемо ı̈х у наступному розділі, зокрема в Задачі 7.2.) А поки по-
кладаємо сподівання на те, що в остаточному виразі для спостережних пе-
рерізів новии̮ параметр Λ буде відсутніи̮.

Скориставшись формулами (6.49) та (6.53) для обчислення інтеґралів у
(6.47), ми одержимо явнии̮, хоч і доволі громіздкии̮, вираз для однопетльо-
воı̈ поправки до вершинноı̈ функціı̈:

= α
2π

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 δ(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1)×

×𝑢̄(𝑝ᇱ)ቆγஜቂ log 𝑧Λ
ଶ

Δ + (1 − 𝑥)(1 − 𝑦)𝑞ଶ + (1 − 4𝑧 + 𝑧ଶ)𝑚ଶ

Δ ቃ+

+ 𝑖σஜ஝𝑞஝
2𝑚

2𝑚ଶ𝑧(1 − 𝑧)
Δ ቇ𝑢(𝑝).

(6.54)

Вирази у квадратних дужках і є бажаними поправками до форм-факторів.
Перед аналізом цього результату підсумуємо використані обчислю-

вальні методи. Вони типові для будь-яких розрахунків з петлями.

1. Зображаємо діаґраму (діаґрами) і виписуємо вираз для амплітуди.

2. Впроваджуємо феи̮нманові параметри і об’єднуємо добутки знамен-
ників пропаґаторів.
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3. Приводимо знаменник до повного квадрату, перевизначивши пе-
тльову імпульсну змінну 𝑘 → ℓ.

4. Переписуємо чисельник через ℓ. Відкидаємо непарні степені ℓ, а до
парних застосовуємо тотожності на зразок (6.46).

5. Вдавшись до вікового повороту, обчислюємо інтеґрал по імпульсу в
чотиривимірних сферичних координатах.

На останньому етапі інтеґрал по імпульсах часто виявляється розбі-
жним. У цьому разі слід довизначити (або реґуляризувати) інтеґрал, засто-
сувавши метод Паулі-Вілларса або якии̮сь іншии̮.

Тепер спробуємо розібратися з ультрафіолетовою розбіжністю, параме-
тризованою в (6.54). Зазначимо, що розбіжність виникає в наи̮неприємні-
шому місці. Вона робить внесок у форм-фактор 𝐹ଵ при 𝑞ଶ = 0, тоді як у по-
передньому параґрафі ми встановили, що 𝐹ଵ(0) має дорівнювати одиниці.
Проте це єдинии̮ наслідок наявності розбіжності. Тому прии̮мемо просту,
але цілком доречну для цього випадку (тобто, ad hoc) процедуру фіксаціı̈
розбіжного члена, віднявши від (6.54) величину, пропорціи̮ну вершинніи̮
функціı̈ нульового порядку 𝑢̄(𝑝ᇱ) γஜ 𝑢(𝑝) таким чином, щоб виконувалась
умова 𝐹ଵ(0) = 1. Інакше кажучи, проведемо заміну

δ𝐹ଵ(𝑞ଶ) → δ𝐹ଵ(𝑞ଶ) − δ𝐹ଵ(0) (6.55)

(де δ𝐹ଵ —поправка першого порядку до 𝐹ଵ). Для обґрунтування такоı̈ про-
цедури треба трохи підправити вираз для S-матриці (4.103). Кількома сло-
вами, заміна (6.55) компенсує вилучення діаґрам з поправками до зовні-
шніх лініи̮ у (6.1). Усі пояснення з приводу правомірності такоı̈ заміни від-
кладемо до § 7.2.

Крім ультрафіолетовоı̈, 𝐹ଵ(𝑞ଶ) містить ще и̮ інфрачервону розбіжність,
що виникає від доданка з Δିଵ. Так, при 𝑞ଶ = 0 цеи̮ доданок є
ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 δ(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1) 1 − 4𝑧 + 𝑧ଶ
Δ(𝑞ଶ = 0) =

ଵ

න
଴

𝑑𝑧
ଵି௭

න
଴

𝑑𝑦 −2 + (1 − 𝑧)(3 − 𝑧)
𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ =

=
ଵ

න
଴

𝑑𝑧 −2
𝑚ଶ(1 − 𝑧) + скінченні члени.

Цю хворобу теж можна вилікувати, припустивши, що фотон має невелику
масу µ. Тоді в знаменнику фотонного пропаґатора (𝑘 − 𝑝)ଶ перетвориться
на (𝑘 − 𝑝)ଶ − µଶ, а в Δ з’явиться додатковии̮ член 𝑧µଶ. У наступних двох па-
раґрафах ми детально розглянемо інфрачервону розбіжність.
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З урахуваннямобох цих проміжних змін, вирази дляформ-факторів ста-
ють

𝐹ଵ(𝑞ଶ) = 1 + α
2π

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 δ(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1)ቈ log 𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ
𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ − 𝑞ଶ𝑥𝑦 +

+ 𝑚ଶ(1 − 4𝑧 + 𝑧ଶ) + 𝑞ଶ(1 − 𝑥)(1 − 𝑦)
𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ − 𝑞ଶ𝑥𝑦 + µଶ𝑧 − 𝑚ଶ(1 − 4𝑧 + 𝑧ଶ)

𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ + µଶ𝑧቉ + 𝒪(αଶ);
(6.56)

𝐹ଶ(𝑞ଶ) =
α
2π

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 δ(𝑥 + 𝑦+ 𝑧− 1)ቈ 2𝑚ଶ𝑧(1 − 𝑧)
𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ − 𝑞ଶ𝑥𝑦቉ + 𝒪(αଶ). (6.57)

Зазначимо, що жодна з розбіжностеи̮ не впливає на 𝐹ଶ(𝑞ଶ). Тому ми мо-
жемо однозначно обчислити

𝐹ଶ(𝑞ଶ = 0) = α
2π

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 δ(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1)ቈ2𝑚
ଶ𝑧(1 − 𝑧)

𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ ቉ =

= α
π

ଵ

න
଴

𝑑𝑧
ଵି௭

න
଴

𝑑𝑦 𝑧
1 − 𝑧 =

α
2π.

(6.58)

Таким чином, поправка до 𝑔-фактора електрона є

𝑎e ≡
𝑔 − 2
2 = α

2π ≈ 0, 0011614. (6.59)

Вперше цеи̮ результат отримав Швінґер у 1948 р.29 Досліди дають 𝑎e =
0, 0011597. Як бачимо, знаи̮дене нами значення 𝐹ଶ(0) є правильним з то-
чністю до вищих порядків α.

Перевірка точності КЕД

Після успішних передбачень КЕД для 𝑎e в порядку α наступні покоління
фізиків підвищили точність як теоретичних розрахунків, так і дослідів для
визначення цієı̈ величини. На момент написання цієı̈ книги коефіцієнти в
теоретичніи̮ формулі КЕД для 𝑎e були відомі аж до членів порядку αସ. Об-
числення поправок з αଶ і вище потребує розробленоı̈ схеми поводження з
ультрафіолетовими розбіжностями.
29J. Schwinger, Phys. Rev. 73, 416L (1948).
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Результати теоретичних обчислень щоразу підтверджувалися дедалі
точнішими дослідами. Останні вимірювання 𝑎e спиралися на методику,
розроблену Ван Даи̮ком, Швінберґом і Демелтом, яка полягає в тому, що
одиночні електрони захоплюються системою електро- і маґнітостатичних
полів, після чого збуджуються в спіновому резонансі.30 Наразі експеримен-
тальне і теоретичне значення 𝑎e узгоджуються з точністюдо восьмого зна-
ку після коми.

Розрахунок поправок вищих порядків КЕДбуло проведено для багатьох
інших величин. До них належать енерґіı̈ переходів між рівнями атому во-
дню та воднеподібних атомів, аномальнии̮ маґнітнии̮ момент мюона, ши-
рина розпаду синглетного і триплетного позитронію. Більшість цих вели-
чин з високоюточністювимірювалися в експериментах. Сукупність цихпо-
рівнянь представляє детальну перевірку справедливості КЕД у різних си-
туаціях. Результати наведено в Таблиці 6.1.

При демонстраціı̈ результатів точного порівняння теоріı̈ КЕД з дослі-
дами виникає певнии̮ нюанс, позаяк теоретичні розрахунки вимагають
якнаи̮точнішого значення α, яке можна отримати лише з іншого точно-
го експерименту. Тому ми наводимо кожне порівняння теоріı̈ з дослідом,
як незалежне визначення α. Кожніи̮ величині α приписується похибка, яка
складається з очікуваних неточностеи̮, що випливають з теоріı̈ та експе-
рименту. КЕД підтверджується до тієı̈ міри, до якоı̈ збігаються значення α,
отримані різними шляхами.

Перші дев’ять рядків у Таблиці 6.1 ґрунтуються на розрахунках КЕД в
атомніи̮ фізиці. Зокрема, надтонке розщеплення рівнів у атомі водню, ви-
міряне з використанням водневого мазера Ремзі, є наи̮точніше виміряною
величиною у фізиці. На жаль, вплив внутрішньоı̈ структури протона при-
зводить до невизначеностеи̮, що задають межу точності, з якою ця величи-
наможебутирозрахована в теоріı̈. Такежускладненнявиникає прирозгля-
ді лембового зсуву— розщеплення між 𝑗 = ଵ/ଶ 2𝑆- і 2𝑃-рівнями водню. То-
му наи̮точніші досліди з перевірки КЕД проводяться над системами, що не
містять сильновзаємодіючих часток, наприклад, експерименти з визначе-
ння (𝑔 − 2)-фактора електрона і надтонкого розщеплення в атомі мюонію
eିµା. Останнім у ґрупі дослідів з перевірки КЕД при низьких енерґіях на-
ведено новии̮ метод визначення α, що полягає в перетворенні дуже точно
виміряноı̈ комптоновоı̈ довжини хвилі неи̮трона до значення електронноı̈
маси з використанням дуже точно відомого співвідношення мас. Це можна
поєднати з відомим значенням постіи̮ноı̈ Рідберґа та точноı̈ формули КЕД,
щоб знаи̮ти α. Єдине суттєве відхилення від решти значень постіи̮ноı̈ тон-
коı̈ структуриодержано вдослідах з вимірюванняширинирозпаду трипле-

30R. Van Dyck, Jr., P. Schwinberg, H. Dehmelt, Phys. Rev. Lett. 59, 26 (1987).
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Табл. 6.1. Значення ஑ିଵ, одержані в результаті точних експериментів.

КЕД при низьких енерґіях:
Значення (௚ ି ଶ) для електрона 137,035 992 35 (73)
Значення (௚ ି ଶ) для мюона 137,035 5 (1 1)
Надтонке розщеплення в мюоніı̈ 137,035 994 (18)
Лембів зсув 137,036 8 (7)
Надтонке розщеплення у водні 137,036 0 (3)
ଶଷௌଵ ି ଷௌଵ-розщеплення в позитроніı̈ 137,034 (16)
Ширина розпаду ଵௌ଴-стану позитронію 137,00 (6)
Ширина розпаду ଷௌଵ-стану позитронію 136,971 (6)
Комптонова довжина хвилі неи̮трона 137,036 010 1 (5 4)

КЕД при високих енерґіях:
஢(eାeି → eାeିeାeି) 136,5 (2,7)
஢(eାeି → eାeିஜାஜି) 139,9 (1,2)

Фізика твердого тіла:
Квантовии̮ ефект Холла 137,035 997 9 (3 2)
Ефект Джозефсона 137,035 977 0 (7 7)

Кожне значення ஑ одержано при порівнянні відповідного експерименту з теоретичним
виразом, що містить ஑ як параметр. Числа в дужках— стандартні помилки в останніх ци-
фрах, причому враховані і експеримент, і теорія. Ця таблиця ґрунтується на результатах,
представлених у книзі Т. Кіношіти (1990), яка містить цілу низку ясно написаних огля-
дів по теоріı̈ та технолоґіı̈ експерименту з перевірки КЕД. П’ять наи̮точніших значень на-
ведені Т. Кіношітою в книзі History of Original Ideas and Basic Discoveries in Particle Physics,
H. Newman and T. Ypsilantis, eds. (Plenum Press, New York, 1995). У ціи̮ книзі, крім іншого,
и̮деться про перспективи маи̮бутніх точних дослідів з перевірки КЕД.

тного стану позитронію. Проте є всі підстави вважати, що значну поправку
до величини, наведеноı̈ в таблиці, вносять діаґрами порядку αଶ.

Наступні два пункти стосуються визначення α з реакціи̮ вищого поряд-
ку КЕД на електронних колаи̮дерах високих енерґіи̮. Зазвичаи̮ ці експери-
менти забезпечують точність лише на рівні відсотків, але надзвичаи̮но ва-
жливо, що ı̈хні результати узгоджуються з точними даними, одержаними
при низьких енерґіях.

Нарешті, у двох останніх рядках таблиці наведено результати незале-
жних вимірювань α в дослідах, пов’язаних з екзотичними квантовими ін-
терференціи̮ними явищами у фізиці конденсованих станів. У цих дослідах
вимірюються, відповідно, стандартнии̮ опір і стандартна частота. Вважа-
ється, що при цьому вимірюється заряд електрона, причому поправки до
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и̮ого значення в макроскопічних системах є строго нульовими.31
Загальна картина направду вражає уяву. На підставі доказів, зібраних у

таблиці, ми можемо стверджувати, що КЕД є наи̮точніше перевіреною— а
тому наи̮успішнішою— з усіх фізичних теоріи̮.

§6.4. Електронна вершинна функція: інфрачервона роз-
біжність

Тепер розберемося з інфрачервоною розбіжністю у нашому результаті
(6.56) для 𝐹ଵ(𝑞ଶ). У наближенні µ → 0 головнии̮ внесок в інтеґрал є

𝐹ଵ(𝑞ଶ) ≈
α
2π

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 δ(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1)×

× ቈ𝑚
ଶ(1 − 4𝑧 + 𝑧ଶ) + qଶ(1 − 𝑥)(1 − 𝑦)

𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ − 𝑞ଶ𝑥𝑦 + µଶ𝑧 − 𝑚ଶ(1 − 4𝑧 + 𝑧ଶ)
𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ + µଶ𝑧቉.

(6.60)

Для розуміння цього виразу и̮ого слід трохи спростити, виокремивши и̮ об-
числивши розбіжну частину інтеґрала. Надалі в цьому параґрафі залиша-
тимемо тільки члени, що розбігаються при µ → 0.

Насамперед зауважимо, що розбіжність виникає в тіи̮ ділянці простору
феи̮нманових параметрів, де 𝑧 ≈ 1 (а отже, ≈ 𝑦 ≈ 0). За цих умов можна
вважати, що в чисельниках виразу (6.60) 𝑧 = 1 і 𝑥 = 𝑦 = 0. Крім того, мо-
жна встановити 𝑧 = 1 в членах з µଶ у знаменниках. Скориставшись дельта-
функцією для обчислення інтеґрала по 𝑥, маємо

𝐹ଵ(𝑞ଶ) =
α
2π

ଵ

න
଴

𝑑𝑧
ଵି௭

න
଴

𝑑𝑦ቈ −2𝑚ଶ + 𝑞ଶ
𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ − 𝑞ଶ𝑦(1 − 𝑧 − 𝑦) + µଶ−

−2𝑚ଶ

𝑚ଶ(1 − 𝑧)ଶ + µଶ ቉.

(Нижня межа в інтеґралі по 𝑧 неістотна.) Після заміни змінних
𝑦 = (1 − 𝑧)ξ, 𝑤 = (1 − 𝑧),

вираз набуває вигляду

𝐹ଵ(𝑞ଶ) =
α
2π

ଵ

න
଴

𝑑ξ 12

ଵ

න
଴

𝑑𝑤ଶቈ −2𝑚ଶ + 𝑞ଶ
[𝑚ଶ − 𝑞ଶξ(1 − ξ)]𝑤ଶ + µଶ −

−2𝑚ଶ

𝑚ଶ𝑤ଶ + µଶ ቉ =

= α
2π

ଵ

න
଴

𝑑ξቈ −2𝑚ଶ + 𝑞ଶ
𝑚ଶ − 𝑞ଶξ(1 − ξ) log ቀ

𝑚ଶ − 𝑞ଶξ(1 − ξ)
µଶ ቁ + 2 log ቀ𝑚

ଶ

µଶ ቁ቉.

31Детально про ці ефекти та про ı̈х стосунок до вимірювання ஑ див. D. R. Yennie, Rev. Mod.
Phys. 59, 781 (1987).
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У наближенні µ → 0 ми можемо знехтувати особливостями структури чи-
сельників під лоґарифмом, оскільки всі величини, пропорціи̮ні 𝑚ଶ або 𝑞ଶ,
мають однаковии̮ порядок. А отже, можемо записати

𝐹ଵ(𝑞ଶ) = 1 − α
2π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ−𝑞
ଶ або𝑚ଶ

µଶ ቁ + 𝒪(αଶ), (6.61)

де коефіцієнт при розбіжному лоґарифмі,

𝑓IR(𝑞ଶ) =
ଵ

න
଴

𝑚ଶ − 𝑞ଶ/2
𝑚ଶ − 𝑞ଶξ(1 − ξ) 𝑑ξ − 1. (6.62)

Оскільки 𝑞ଶ є від’ємною величиною, а максимальне значення ξ(1−ξ) дорів-
нює ଵ/ସ, то першии̮ член у цьому виразі більшии̮ за одиницю, а отже, 𝑓IR(𝑞ଶ)
є позитивним.

Яким чином такии̮ нескінченнии̮ доданок впливає на переріз розсіяння
електрона на потенціалі? Оскільки𝐹ଵ(𝑞ଶ) уматричному елементі перемно-
жується на γஜ, то, зробивши заміну 𝑒 → 𝑒 ⋅ 𝐹ଵ(𝑞ଶ), можемо знаи̮ти новии̮
вираз для перерізу. Для процесу 𝐩 → 𝐩ᇱ це

𝑑σ
𝑑Ω ≃ ቀ𝑑σ𝑑Ωቁ଴ ⋅ ቂ1 −

α
π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ−𝑞
ଶ або𝑚ଶ

µଶ ቁ + 𝒪(αଶ)ቃ, (6.63)

де першии̮ множник є диференціи̮ним перерізом у деревовидному набли-
женні. Відзначимо, що поправка до перерізу порядку 𝒪(α) не лише нескін-
ченна, аще и̮ неґативна.Цеозначає,щонашатеоріямає сери̮озні негаразди.

Для кращого розуміння природи розбіжності оцінимо поведінку коефі-
цієнта при розбіжному лоґарифмі, 𝑓IR(𝑞ଶ), в межі −𝑞ଶ → ∞. У цьому набли-
женні виникає ще один лоґарифм:

ଵ

න
଴

𝑑ξ −𝑞ଶ/2
−𝑞ଶξ(1 − ξ) + 𝑚ଶ ≃

1
2

ଵ

න
଴

𝑑ξ −𝑞ଶ
−𝑞ଶξ + 𝑚ଶ +

1
2

ଵ

න
଴

𝑑ξ −𝑞ଶ
−𝑞ଶ(1 − ξ) + 𝑚ଶ =

=
ଵ

න
଴

𝑑ξ −𝑞ଶ
−𝑞ଶξ + 𝑚ଶ = log ቀ−𝑞

ଶ

𝑚ଶ ቁ.

(6.64)

Відповідно, форм-фактор

𝐹ଵ(−𝑞ଶ → ∞) = 1 − α
2π log ቀ

−𝑞ଶ
𝑚ଶ ቁ log ቀ

−𝑞ଶ
µଶ ቁ + 𝒪(αଶ). (6.65)



§ 6.4. Електронна вершинна функція: інфрачервона розбіжність 231

Зверніть увагу, що чисельник у другому лоґарифмі є не 𝑚ଶ, а −𝑞ଶ, отже,
цеи̮ вираз містить правильнии̮ множник не лише при log(1/µଶ), а и̮ при
logଶ(−𝑞ଶ).

Такии̮ самии̮ подвіи̮нии̮ лоґарифм від −𝑞ଶ виникає у виразі для перері-
зу м’якого гальмівного випромінювання (6.26). Це підказує нам спосіб по-
долання проблеми інфрачервоноı̈ розбіжності. Порівнюючи (6.65) з (6.26),
бачимо, що при−𝑞ଶ → ∞

𝑑σ
𝑑Ω(𝑝 → 𝑝ᇱ) = ቀ𝑑σ𝑑Ωቁ଴ቂ1 −

α
π log ቀ

−𝑞ଶ
𝑚ଶ ቁ log ቀ

−𝑞ଶ
µଶ ቁ + 𝒪(αଶ)ቃ;

𝑑σ
𝑑Ω(𝑝 → 𝑝ᇱ + γ) = ቀ𝑑σ𝑑Ωቁ଴ቂ + α

π log ቀ
−𝑞ଶ
𝑚ଶ ቁ log ቀ

−𝑞ଶ
µଶ ቁ + 𝒪(αଶ)ቃ.

(6.66)

Кожен з цих перерізів окремо розбігається, але ı̈хня сума не залежить від µ,
а отже, є скінченною.

Насправді ж ні переріз пружного розсіяння, ні переріз м’якого гальмів-
ного випромінювання не піддається незалежному вимірюванню, спостере-
жною величиною є лише ı̈хня сума. В будь-якому реальному досліді дете-
ктор може реєструвати фотони з енерґією не нижчою від певноı̈ пороговоı̈
енерґіı̈ 𝐸ℓ. Імовірність того, що розсіяння відбулося, проте детектор не зміг
зареєструвати фотон, дорівнює сумі

𝑑σ
𝑑Ω(𝑝 → 𝑝ᇱ) + 𝑑σ

𝑑Ω൫𝑝 → 𝑝ᇱ + γ(𝑘 < 𝐸ℓ)൯ ≡ ቀ𝑑σ𝑑Ωቁвимірювании̮. (6.67)

Розбіжна частина цього „вимірюваного“ диференціи̮ного перерізу,

ቀ𝑑σ𝑑Ωቁвимірювании̮ ≈ ቀ𝑑σ𝑑Ωቁ଴ቂ1 −
α
π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ−𝑞
ଶ або𝑚ଶ

µଶ ቁ+

+ α
2π ℐ(𝐯, 𝐯

ᇱ) log ቀ𝐸
ଶ
ℓ
µଶ ቁ + 𝒪(αଶ)ቃ

Ми вже бачили, що ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) = 2𝑓IR(𝑞ଶ) при −𝑞ଶ ≫ 𝑚ଶ. Якщо таке співвідно-
шення справедливе для довільних 𝑞ଶ, то вимірювании̮ переріз є

ቀ𝑑σ𝑑Ωቁвимірювании̮ ≈ ቀ𝑑σ𝑑Ωቁ଴ቂ1 −
α
π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ−𝑞
ଶ або𝑚ଶ

𝐸ଶ
ℓ

ቁ + 𝒪(αଶ)ቃ. (6.68)

Він визначається експериментальними умовами, але більше не залежить
від µଶ. Інфрачервоні розбіжності в перерізі м’якого гальмівного випромі-
нювання і в 𝐹ଵ(𝑞ଶ) взаємно скорочуються, і в підсумку ми маємо скінчен-
нии̮ переріз для величини, яку реально можна виміряти.
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Мищемаємо довести,що співвідношення ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) = 2𝑓IR(𝑞ଶ) справедли-
ве для довільних 𝑞ଶ. З (6.13) отримуємо

ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) = න 𝑑Ω𝐤
4π ቆ 2𝑝 ⋅ 𝑝ᇱ

(ෝ𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ)(ෝ𝑘 ⋅ 𝑝)
− 𝑚ଶ

(ෝ𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ)ଶ
− 𝑚ଶ

(ෝ𝑘 ⋅ 𝑝)ଶ
ቇ. (6.69)

Неважко обчислити останні два члени:

න 𝑑Ω𝐤
4π

1
(ෝ𝑘 ⋅ 𝑝)ଶ

= 1
2

ଵ

න
ିଵ

𝑑 cos θ 1
(𝑝଴ − 𝑝 cos θ)ଶ =

1
𝑝ଶ =

1
𝑚ଶ .

У першому доданку ми можемо об’єднати знаменники за допомогою феи̮н-
манових параметрів і привести інтеґрал до вигляду

න 𝑑Ω𝐤
4π

1
(ෝ𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ)(ෝ𝑘 ⋅ 𝑝)

=
ଵ

න
଴

𝑑ξන 𝑑Ω𝐤
4π

1
[ξෝ𝑘 ⋅ 𝑝ᇱ + (1 − ξ)ෝ𝑘 ⋅ 𝑝]ଶ

=

=
ଵ

න
଴

𝑑ξ 1
[ξ𝑝ᇱ + (1 − ξ)𝑝]ଶ =

ଵ

න
଴

𝑑ξ 1
𝑚ଶ − ξ(1 − ξ)𝑞ଶ ,

денаостанньомукроціми скористалися співвідношенням2𝑝⋅𝑝ᇲ = 2𝑚ଶ−𝑞ଶ.
Зібравши всі члени (6.69), в остаточному підсумку маємо

ℐ(𝐯, 𝐯ᇱ) =
ଵ

න
଴

2𝑚ଶ − 𝑞ଶ
𝑚ଶ − ξ(1 − ξ)𝑞ଶ 𝑑ξ − 2 = 2𝑓IR(𝑞ଶ), (6.70)

що и̮ потребували для скорочення інфрачервоних розбіжностеи̮.
Хоча (6.68) і демонструє, що інфрачервоні розбіжності скорочуються,

практичноı̈ користі від цього виразу небагато, бо для проведення дослідів
бажано знати точну залежність від 𝑞ଶ, а ми ı̈ı̈ належним чином не обчисли-
ли. Проте згадаи̮мо з (6.65), що в наближенні−𝑞ଶ ≫ 𝑚ଶ ми змогли отрима-
ти правильнии̮ коефіцієнт при logଶ(−𝑞ଶ). У цьому разі (6.68) набуває вигля-
ду

ቀ𝑑σ𝑑Ωቁвимірювании̮ ≈ ቀ𝑑σ𝑑Ωቁ଴ቂ1 −
α
π log ቀ

−𝑞ଶ
𝑚ଶ ቁ log ቀ

−𝑞ଶ
𝐸ଶ
ℓ
ቁ + 𝒪(αଶ)ቃ, (6.71)

Такии̮ результат є однозначним і корисним. Зауважимо, що поправка по-
рядку 𝒪(α) знову містить судаківськии̮ подвіи̮нии̮ лоґарифм.
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§6.5. Підрахунок та інтерпретація інфрачервоних розбі-
жностей

Розгляд інфрачервоних розбіжностеи̮ у попередньому параґрафі дає доста-
тні методи для усунення нескінченостеи̮ в обчисленнях гальмівного ви-
промінювання і вершинних поправок. Проте лишилися нез’ясованими три
суттєві моменти:

1. Ми не продемонстрували скорочення розбіжностеи̮ у вищих поряд-
ках.

2. Поправка до спостережноı̈ величини перерізу (6.68) і (6.71), одержа-
на після скорочення інфрачервоних розбіжностеи̮, буде необмежено
зростати (зі знаком мінус), якщо створювати фотонні детектори з де-
далі меншою пороговою енерґією 𝐸ℓ.

3. Досі не вдалося відтворити класичнии̮ результат (6.19) для кількості
фотонів, випромінених при зіткненні.

Друга та третя проблеми природним чином вирішуються, коли виріши-
ти першу, до цього ми зараз і візьмемося.

Повне доведення факту скорочення в усіх порядках інфрачервоних роз-
біжностеи̮ виходить за рамки нашого курсу.32 Ми ж розглянемо лише наи̮-
сильніші, лоґарифмічні члени, що виникають у кожному порядку теоріı̈
збурень. Загалом, такі члени мають порядок

ቈ log ቀ−𝑞
ଶ

µଶ ቁ log ቀ−𝑞
ଶ

𝑚ଶ ቁ቉
௡

(6.72)

у 𝑛-ому порядку теоріı̈ збурень. Остаточні фізичні висновки було вперше
сформульовано у праці Блоха та Нордсіка, фактично написаноı̈ ще до ство-
рення квантовоı̈ релятивістськоı̈ теоріı̈.33 Ми ж дотримуватимемося суча-
сноı̈ і спрощеноı̈ версіı̈ ı̈хнього аналізу, запропонованоı̈ Ваи̮нберґом.34

Інфрачервоні розбіжності виникають через внесок фотонів з „м’якими“
імпульсами— як реальних, з енерґіями меншими від 𝐸ℓ, так і віртуальних,
з 𝑘ଶ < 𝐸ଶ

ℓ (після здіи̮снення вікового повороту). Типова діаґрама вищого
порядку містить велику кількість реальних і віртуальних фотонних лініи̮.
32Детальне дослідженняцього питаннядив. D. Yennie, S. Frautschi, H. Suura,Aim. Phys.13, 379
(1961).
33F. Bloch, A. Nordsieck, Pbys. Rev. 52, 54 (1937).
34S. Weinberg, Phys. Rev. 140, B516 (1965).
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Проте для виникнення розбіжності недостатньо мати м’якии̮ фотон, потрі-
бна ще и̮ синґулярність у пропаґаторі електрона. Розглянемо, наприклад,
такі дві діаґрами:

Перша з них, у якіи̮ електрон випромінює спершу м’якии̮, а потім жорс-
ткии̮ фотон, не має інфрачервоноı̈ розбіжності, бо імпульси в обох еле-
ктронних пропаґаторах лежать далеко від масовоı̈ поверхні. Та якщо остан-
нім випромінюється нежорсткии̮, а м’якии̮ фотон, знаменник у відповідно-
му пропаґаторі є (𝑝ᇱ+𝑘)ଶ−𝑚ଶ = 2𝑝ᇱ ⋅𝑘 і обертається на нуль нуль при 𝑘 → 0.
Отже, друга діаґрама справді містить розбіжність. Тому ми розглядатиме-
мо такі діаґрами, де довільнии̮ жорсткии̮ процес, якии̮, можливо, супрово-
джується випромінюванням жорстких або м’яких фотонів, змінено таким
чином, що до зовнішніх електронних лініи̮ долучено лініı̈ м’яких реальних
та віртуальних фотонів:

м’які реальні
та віртуальні

фотони

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

⎫
⎪

⎬
⎪
⎭

довільнии̮
жорсткии̮ процес

За методом Ваи̮нберґа, підсумуємо внески від усіх таких діаґрам. Єдине
нове ускладнення з’являється тут через комбінаторику підрахунку всіх
способів, за якими може виникнути фотон.

Насамперед розглянемо зовнішню лінію вихідного електрона:

Прикріпимо до неı̈ 𝑛 фотонів з імпульсами 𝑘ଵ⋯𝑘௡ і поки не переи̮мати-
мемося тим, які саме ці фотони—реальні, віртуальні, поєднані між собою,
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чи віртуальні, зв’язані з вершинами на вхідніи̮ електронніи̮ лініı̈. Діракова
структура діаґрами є такою:

𝑢̄(𝑝ᇱ)(−𝑖𝑒γஜభ)𝑖(/𝑝
ᇲ + /𝑘ଵ +𝑚)
2𝑝ᇱ ⋅ 𝑘ଵ

(−𝑖𝑒γஜమ) 𝑖(/𝑝ᇱ + /𝑘ଵ + /𝑘ଶ +𝑚)
2𝑝ᇱ ⋅ (𝑘ଵ + 𝑘ଶ) + 𝒪(𝑘ଶ) ⋯

⋯(−𝑖𝑒γஜ೙) 𝑖(/𝑝ᇱ + /𝑘ଵ +⋯+ /𝑘௡ +𝑚)
2𝑝ᇱ ⋅ (𝑘ଵ +⋯+ 𝑘௡) + 𝒪(𝑘ଶ)൫𝑖ℳжорсткии̮൯⋯

(6.73)

Вважатимемо, що всі 𝑘௜ малі, і членами в знаменниках порядку 𝒪(𝑘ଶ) мо-
жна знехтувати. Відкинемо, як і в § 6.1, доданки на зразок /𝑘௜ в чисельниках.
Такожмиможемо перемістити множники (/𝑝ᇱ+𝑚) вліво і скористатися рів-
нянням 𝑢̄(𝑝ᇱ)(−/𝑝ᇱ +𝑚) = 0:

𝑢̄(𝑝ᇱ)γஜభ(/𝑝ᇱ +𝑚)γஜమ(/𝑝ᇱ +𝑚)⋯ = 𝑢̄(𝑝ᇱ) 2𝑝ᇱஜభγஜమ(/𝑝ᇱ +𝑚)⋯ =
= 𝑢̄(𝑝ᇱ) 2𝑝ᇱஜభ 2𝑝ᇱஜమ ⋯ .

Вираз (6.73) перетворюється на

𝑢̄(𝑝ᇱ)ቆ𝑒 𝑝ᇱஜభ
𝑝ᇲ ⋅ 𝑘ଵ

ቇቆ𝑒 𝑝ᇱஜమ
𝑝ᇲ ⋅ (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)

ቇ⋯ቆ𝑒 𝑝ᇱஜ೙
𝑝ᇱ ⋅ (𝑘ଵ +⋯𝑘௡)

ቇ⋯ . (6.74)

Продовжуючирозглядати лише вихідну електронну лінію, мимаємо те-
пер підсумувати за всіма перестановками 𝑘ଵ…𝑘௡. (Якщо два фотони поєд-
нані и̮ утворюють один віртуальнии̮ фотон, и̮ого буде враховано двічі. Як з
цим бути, розберемося згодом.) У сумі присутні 𝑛 різних діаґрам, що відпо-
відають 𝑛! перестановкам 𝑛! фотонних імпульсів. Позначимо таку переста-
новку як π, тож π(𝑖) є числом між 1 і 𝑛, в яке 𝑖 переходить при перестановці.
(Наприклад, якщоπпозначає перестановку1 → 3, 2 → 1 і3 → 2, тоπ(1) = 3,
π(2) = 1 і π(3) = 2.)

Озброєні таким визначенням, ми можемо підсумувати за всіма переста-
новками, вдавшись до тотожності

෍
всі

переста-
новки ஠

1
𝑝 ⋅ 𝑘஠(ଵ)

1
𝑝 ⋅ (𝑘஠(ଵ) + 𝑘஠(ଶ))

⋯ 1
𝑝 ⋅ (𝑘஠(ଵ) + 𝑘஠(ଶ) +⋯+ 𝑘஠(௡))

=

= 1
𝑝 ⋅ 𝑘ଵ

1
𝑝 ⋅ 𝑘ଶ

⋯ 1
𝑝 ⋅ 𝑘௡

.

(6.75)

Доведення цієı̈ формули проводиться за індукцією. При 𝑛 = 2 маємо

෍
஠

1
𝑝 ⋅ 𝑘஠(ଵ)

1
𝑝 ⋅ (𝑘஠(ଵ) + 𝑘஠(ଶ))

= 1
𝑝 ⋅ 𝑘ଵ

1
𝑝 ⋅ (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)

+ 1
𝑝 ⋅ 𝑘ଶ

1
𝑝 ⋅ (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)

=

= 1
𝑝 ⋅ 𝑘ଵ

1
𝑝 ⋅ 𝑘ଶ

.
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Щоб здіи̮снити крок індукціı̈, зауважимо, що останніи̮ множник зліва в
(6.75) не змінюється при довільніи̮ перестановці π. Після и̮ого винесення
за знак суми, ліва частина рівності стає

ЛЧ = 1
𝑝 ⋅ ∑𝑘 ෍

஠

1
𝑝 ⋅ (𝑘஠(ଵ) + 𝑘஠(ଶ))

⋯ 1
𝑝 ⋅ (𝑘஠(ଵ) +⋯+ 𝑘஠(௡ିଵ))

.

Для будь-якого заданого π величина під знаком суми не залежить від 𝑘஠(ଵ).
Встановивши 𝑖 = π(𝑛), можемо записати:

෍
஠

=
௡

෍
௜ୀଵ

෍
஠ᇲ(௜)

де πᇱ(𝑖) є всі перестановки решти 𝑛−1 чисел. Припустимо за індукцією, що
(6.75) справедливе для 𝑛 − 1. Тоді

ЛЧ = 1
𝑝 ⋅ ∑𝑘

௡

෍
௜ୀଵ

1
𝑝 ⋅ 𝑘ଵ

1
𝑝 ⋅ 𝑘ଶ

⋯ 1
𝑝 ⋅ 𝑘௜ିଵ

1
𝑝 ⋅ 𝑘௜ାଶ

⋯ 1
𝑝 ⋅ 𝑘௡

.

Помноживши і розділивши кожен член у сумі на 𝑝 ⋅ 𝑘௜ , ми легко отримаємо
бажании̮ результат(6.75).

Застосувавши (6.75) до (6.74), знаи̮демо

= 𝑢̄(𝑝ᇱ)ቆ𝑒 𝑝ᇱஜభ
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘ଵ

ቇቆ𝑒 𝑝ᇱஜమ
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘ଶ

ቇ⋯ቆ𝑒 𝑝ᇱஜ೙
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘௡

ቇ, (6.76)

де сіра зона відповідає сумі за всіма можливими способами вставлення 𝑛
фотонних лініи̮.

Таким самимчиномможемо спростити суму за всімам’якимифотонами,
прикріпленимидо вхідноı̈ лініı̈ електрона. Імпульси у пропаґаторах є 𝑝−𝑘ଵ,
𝑝 − 𝑘ଵ − 𝑘ଶ і т. д.:
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Отже, кожному фотону відповідає додатковии̮ знак мінус, тому (𝑝 − Σ𝑘)ଶ −
𝑚ଶ ≈ −2𝑝 ⋅ Σ𝑘.

Далі розглянемо діаґрами, в яких 𝑛 м’яких фотонів у будь-якому можли-
вому порядку поєднані з лінією вхідного або вихідного електрона. Суму та-
ких діаґрам можна записати, як

= 𝑢̄(𝑝ᇱ) 𝑖ℳжорсткии̮ 𝑢(𝑝)⋅

⋅𝑒ቀ 𝑝ᇱஜభ
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘ଵ

− 𝑝ஜభ
𝑝 ⋅ 𝑘ଵ

ቁ ⋅ 𝑒ቀ 𝑝ᇱஜమ
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘ଶ

− 𝑝ஜమ
𝑝 ⋅ 𝑘ଶ

ቁ⋯

⋯𝑒ቀ 𝑝ᇱஜ೙
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘௡

− 𝑝ஜ೙
𝑝 ⋅ 𝑘௡

ቁ.

(6.77)

Розкриваючи дужки у співмножниках, ми переконаємося, що отримуємо
правильнии̮ внесок для кожного способу розподілу 𝑛 фотонів між двома
електронними лініями.

Тепер маємо визначити, які фотони є реальними, а які— віртуальними.
Ми можемо одержати віртуальнии̮ фотон, поєднавши два фотонні імпуль-
си 𝑘௜ та 𝑘௝ , встановивши 𝑘௝ = −𝑘௜ ≡ 𝑘, помноживши вираз на фотоннии̮
пропаґатор і проінтеґрувавши по всіх 𝑘. Для кожного віртуального фотона
маємо вираз

𝑒ଶ
2 න 𝑑ସ𝑘

(2π)ସ
−𝑖

𝑘ଶ + 𝑖εቀ
𝑝ᇱ

𝑝ᇱ ⋅ 𝑘 − 𝑝
𝑝 ⋅ 𝑘ቁ ⋅ ቀ

𝑝ᇱ
−𝑝ᇱ ⋅ 𝑘 − 𝑝

−𝑝 ⋅ 𝑘ቁ ≡ 𝐗. (6.78)

Множник ଵ/ଶ є необхідним, оскільки в такіи̮ процедурі ми двічі враховуємо
кожну феи̮нманову діаґраму—перестановка 𝑘௜ і 𝑘௝ дає одну и̮ ту саму діа-
ґраму. Цеи̮ вираз можна обчислити за допомогою контурного інтеґруван-
ня, проте існує простішии̮ спосіб. Зазначимо,щоврамкахнашоı̈ наближеноı̈
схеми кожніи̮ однопетльовіи̮ діаґрамі, що не містить зовнішніх фотонних
лініи̮, приписується значення

𝑢̄(𝑝ᇱ)൫𝑖ℳжорсткии̮൯𝑢(𝑝) ⋅ 𝐗.

Отже,𝐗 є інфрачервоноюмежеюоднопетльовоı̈ поправки доформ-фактора
в (6.61):

𝐗 = − α
2π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ−𝑞
ଶ

µଶ ቁ. (6.79)

Безпосереднє виведення цього виразу з (6.78) присутнє в цитованіи̮ ви-
ще праці Ваи̮нберґа. Зауважимо, що в попередньому параґрафі результат
(6.79) було отримано лише після проведення процедурифіксаціı̈ (6.55) при
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𝑞ଶ = 0, тому слід подбати про те, чи узгоджується (6.79) з аналоґічним об-
численням у діаґрамі 𝑛-го порядку. До цього додамо, що деякі з підсумо-
ваних діаґрам містять поправки до зовнішніх лініи̮, які ми не розглядаємо.
Виявляється, що вони не впливають на кінцевии̮ результат— доведення
цього факту, а також деякі інші моменти, які ми пропустили, можна знаи̮ти
в цитованіи̮ на початку параґрафу праці Єнні, Фраучі та Суура.

Якщо число віртуальних фотонів є 𝑚, матимемо 𝑚 множників типу
(6.79) і, крім того, множник 1/𝑚!, якии̮ виникає через те, що перестановка
імпульсів віртуальних фотонів не змінює діаґрами. Для отримання повноı̈
поправки, пов’язаноı̈ з наявністю довільноı̈ кількості м’яких віртуальних
фотонів, підсумуємо за𝑚:

= ×
ஶ

෍
௠ୀ଴

𝐗௠
𝑚! = 𝑢̄(𝑝ᇱ)൫𝑖ℳжорсткии̮൯𝑢(𝑝) exp(𝐗). (6.80)

Якщо на додачу до 𝑚 віртуальних фотонів випромінюється реальнии̮
фотон, ми маємо помножити на и̮ого вектор поляризаціı̈, підсумувати за
всімаполяризаціями і проінтеґруватиквадратматричного елементапофа-
зовому простору фотона. У цьому разі виникне додатковии̮ множник

න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ

𝑒ଶ
2𝑘 (−𝑔ஜ஝)ቀ

𝑝ᇱஜ
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘 − 𝑝

𝑝ஜ ⋅ 𝑘ቁ ⋅ ቀ
𝑝ᇱ஝
𝑝ᇱ ⋅ 𝑘 − 𝑝஝

𝑝 ⋅ 𝑘ቁ ≡ 𝐘 (6.81)

у перерізі. За умови, що енерґія фотона більша, ніж µ, але менша, ніж𝐸ℓ (по-
рогова енерґія детектора), вираз спрощується:

𝐘 = α
π ℐ(𝐯

ᇱ, 𝐯) log ቀ𝐸ℓµ ቁ =
α
π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ𝐸
ଶ
ℓ
µଶ ቁ. (6.82)

У випадку випромінювання𝑛 реальнихфотонів одержимо𝑛 такихмножни-
ків, а ще фактор симетріı̈ 1/𝑛! (оскільки в кінцевому стані присутні 𝑛 тото-
жних бозонів). Переріз випромінювання довільноı̈ кількості м’яких фото-
нів є

ஶ

෍
௡ୀ଴

𝑑σ
𝑑Ω(𝐩 → 𝐩ᇱ + 𝑛γ) = 𝑑σ

𝑑Ω(𝐩 → 𝐩ᇱ) ⋅
ஶ

෍
௡ୀ଴

1
𝑛! 𝑌

௡ =

= 𝑑σ
𝑑Ω(𝐩 → 𝐩ᇱ) ⋅ exp(𝑌).

(6.83)

Об’єднавши результати для реальних і віртуальних фотонів, отримаємо
остаточнии̮ вираз в усіх порядках за α для вимірюваного перерізу процесу
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𝐩 → 𝐩ᇱ + (довільна кількість фотонів з 𝑘 < 𝐸ℓ):

ቀ𝑑σ𝑑Ωቁвимірювании̮ = ቀ𝑑σ𝑑Ωቁ଴ × exp(2𝑋) × (𝑌) =

= ቀ𝑑σ𝑑Ωቁ଴ × exp ቂ − α
π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ−𝑞
ଶ

µଶ ቁቃ×

× exp ቂ − α
π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ 𝐸
ଶ
ℓ
µଶ ቁቃ =

= ቀ𝑑σ𝑑Ωቁ଴ × exp ቂ − α
π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ−𝑞
ଶ

𝐸ଶ
ℓ
ቁቃ.

(6.84)

Поправочнии̮ множникможе залежати лише від пороговоı̈ енерґіı̈ детекто-
ра, але не залежить від інфрачервоного обрізання µ. Якщо розкласти цеи̮
результат до членів 𝒪(α), матимемо формулу (6.68). Однак тепер величина
поправочного множника обмежена проміжком між 0 і 1.

У межі−𝑞ଶ ≫ 𝑚ଶ наш результат стає

ቀ𝑑σ𝑑Ωቁвимірювании̮ = ቀ𝑑σ𝑑Ωቁ଴ × ቤexp ቂ − α
π log ቀ

−𝑞ଶ
𝑚ଶ ቁ log ቀ

−𝑞ଶ
𝐸ଶ
ℓ
ቁቃቤ

ଶ
. (6.85)

У цьому наближенні и̮мовірність розсіяння без випромінювання жорстко-
го фотона прагне до нуля швидше будь-якого степеня 𝑞ଶ. Експоненціи̮нии̮
поправочнии̮ множник, що містить подвіи̮нии̮ лоґарифм, має назву форм-
фактора Судакова.

На завершення цього параґрафу обчислимо и̮мовірність того, що пев-
нии̮ процес розсіяння супроводжується випромінюванням 𝑛 м’яких фото-
нів з енерґіями в інтервалі від 𝐸ି до 𝐸ା. Інтеґрал по ı̈х фазовому простору
дає не log(𝐸ℓ/µ), а log(𝐸ା/𝐸ି). Якщо віднести фотони з енерґією, більшою
за 𝐸ା, до жорсткоı̈ частини процесу, то переріз дорівнює виразу (6.84) з до-
датковим множником:

Імовірність(𝑛γ з 𝐸ି < 𝐸 < 𝐸ା) =
1
𝑛!ቂ

α
π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ𝐸
ଶ
ା

𝐸ଶ
ି
ቁቃ

௡
×

×expቂ − α
π 𝑓IR(𝑞

ଶ) log ቀ𝐸
ଶ
ା

𝐸ଶ
ି
ቁቃ.

(6.86)

Цеи̮ вираз має вигляд розподілу Пуассона:

𝑃(𝑛) = 1
𝑛! λ

௡𝑒ି஛,
де

λ = ⟨𝑛⟩ = α
π log ቀ

𝐸ା
𝐸ି

ቁℐ(𝐯, 𝐯ᇱ),

і збігається з квазікласичною оцінкою числа випромінених фотонів (6.19).
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Задачі

6.1. Формула Розенблюта.Як зазначалося в § 6.2, точну вершину електро-
маґнітноı̈ взаємодіı̈ діраковогоферміонаможна в загальному вигляді вира-
зити через форм-фактори 𝐹ଵ(𝑞ଶ) і 𝐹ଶ(𝑞ଶ):

= 𝑢̄(𝑝ᇱ)ቂγஜ𝐹ଵ(𝑞ଶ) +
𝑖σஜ஝
2𝑚 𝐹ଶ(𝑞ଶ)ቃ𝑢(𝑝),

де 𝑞 = 𝑝ᇱ − 𝑝 і σஜ஝ = ଵ
ଶ 𝑖[γஜ, γ஝]. Якщо ферміон також бере участь і в силь-

ніи̮ взаємодіı̈ (наприклад, протон), у форм-факторах ця взаємодія має бути
врахована, а отже, ı̈х не можна вивести з засадничих принципів КЕД. Про-
те вирази для форм-факторів одержують з дослідів. Розглянемо розсіяння
електрона з енерґією 𝐸 ≫ 𝑚e на протоні, що початково перебуває в стані
спокою. Покажіть, що наведении̮ вище вираз для вершини призводить до
формули Розенблюта для перерізу пружного розсіяння в головному поряд-
ку за α, але з урахуванням усіх порядків за сильною взаємодією:

𝑑σ
𝑑 cos θ =

παଶቂ൫𝐹ଶ
ଵ −

𝑞ଶ
4𝑚ଶ 𝐹

ଶ
ଶ൯ cosଶ

θ
2 −

𝑞ଶ
4𝑚ଶ ൫𝐹ଵ + 𝐹ଶ൯ଶ sinଶ

θ
2ቃ

2𝐸ଶൣ1 + 2𝐸
𝑚 sinଶ θ2൧ sin

ସ θ
2

,

де θ є кут розсіяння в лабораторніи̮ системі відліку, а форм-фактори 𝐹ଵ і
𝐹ଶ обчислюються при значенні 𝑞ଶ, пов’язаному з пружним розсіянням на
цеи̮ кут. Вимірюючи (𝑑σ/𝑑 cos θ), як функцію кута, можна знаи̮ти 𝐹ଵ і 𝐹ଶ.
Зазначимо, що при 𝐹ଵ = 1 і 𝐹ଶ = 0 ця формула переходить у формулуМотта
(в безмасовому наближенні) для розсіяння на точковіи̮ частці (Задача 5.1).

6.2. Наближення еквівалентних фотонів. Розглянемо процес розсіяння
високоенерґетичних електронів на певніи̮ мішені. У головному порядку за
α електрон пов’язании̮ з мішенню одним фотонним пропаґатором. Якщо
початкова та кінцева енерґіı̈ електрона є відповідно 𝐸 і 𝐸ᇱ, фотон перено-
сить імпульс 𝑞 такии̮, що 𝑞ଶ ≈ 2𝐸𝐸ᇱ(1− cos θ). У граничному випадку розсі-
яння вперед імпульс фотона прагне до 𝑞ଶ = 0 при будь-якіи̮ втраті енерґіı̈;
звідси переріз має пік у напрямку вперед. Виникає спокуса припустити, що
в ціи̮ межі віртуальнии̮ фотон стає реальним. З’ясуи̮мо, в якому сенсі таке
припущення можна вважати правильним.

(a) Матричнии̮ елемент процесу розсіяння можна записати, як

ℳ= (−𝑖𝑒)𝑢̄(𝑝ᇱ)γஜ𝑢(𝑝)
−𝑖𝑔ஜ஝
𝑞ଶ

ෞℳ஝(𝑞),
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деෞℳ஝ позначає (загаломдосить складну) вершинувзаємодіı̈ віртуаль-
ного фотона з мішенню. Проаналізуємо структуру 𝑢̄(𝑝ᇱ)γஜ𝑢(𝑝). Нехаи̮
𝑞 = (𝑞଴, 𝐪). Визначимо ෥𝑞 = (𝑞଴, −𝐪). Добуток спінорів можна розкла-
сти на суму:

𝑢̄(𝑝ᇱ)γஜ𝑢(𝑝) = 𝐴 ⋅ 𝑞ஜ + 𝐵 ⋅ ෥𝑞ஜ + 𝐶 ⋅ εஜଵ + 𝐷 ⋅ εஜଶ ,

де 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷—функціı̈ кута розсіяння і втрати енерґіı̈, а ε௜ —два оди-
ничних вектора, нормальних до𝐪. Згорнувшицеи̮ вираз з 𝑞ஜ, покажіть,
що запорядком𝐵 неперевищуєθଶ. Це означає,щовподальшомуаналі-
зі цим коефіцієнтом можна знехтувати. Крім того, дарма що 𝐴 велике,
и̮ого також слід відкинути внаслідок тотожності Варда 𝑞ஜෞℳஜ = 0.

(b) Працюючивсистемі відліку, де𝑝 = (𝐸, 0, 0, 𝐸), отримаи̮теявнии̮ вираз
для

𝑢̄(𝑝ᇱ)γ ⋅ ε௜𝑢(𝑝).
Використаи̮те безмасові електрони, спінори 𝑢(𝑝) та 𝑢(𝑝ᇱ) з визначе-
ною спіральністю і одиничні вектори εଵ, εଶ, один з яких паралельнии̮, а
іншии̮ перпендикулярнии̮ до площини розсіяння. Насправді ця вели-
чина потрібна лише для випадку розсіяння вперед, тобто можна об-
числювати лише члени порядку θ. Зверніть, проте, увагу, що малии̮ 𝑧-
компонент ε, якии̮ лежить у площині розсіяння, також має порядок θ,
і и̮ого треба враховувати.

(c) Тепер запишіть вираз дляперерізу розсіяння електрона через квадрат
матричного елемента. Потім и̮ого слід проінтеґрувати по кінцевому
імпульсу електрона 𝑝ᇱ. Інтеґрал по 𝑝ᇱଷ еквівалентнии̮ інтеґралові по
енерґіı̈, втраченіи̮ електроном. Покажіть, що інтеґрал по 𝑝�ᇱ у випадку
розсіяння вперед лоґарифмічно розбігається, якщо 𝑝�ᇱ → 0 або θ → 0.

(d) Розбіжність при θ → 0 виникла через те, що ми надто часто нехтува-
ли масою електрона. Покажіть, що при врахуванні маси електрона у
виразі для 𝑞ଶ,

𝑞ଶ = −2(𝐸𝐸ᇱ − 𝑝𝑝ᇱ cos θ) + 2𝑚ଶ,
лоґарифмічна розбіжність обрізується, і це призводить до появи мно-
жника log(𝑠/𝑚ଶ).

(e) Об’єднавши всі результати і припустивши, що перерізи не залежать
від поляризаціı̈ фотона, покажіть, що наи̮більшу частину перерізу роз-
сіяння електрона на мішені можна отримати, якщо вважати, що еле-
ктрон є джерелом пучка реальних фотонів з розподілом по енерґіı̈
(𝑥 = 𝐸ஓ/𝐸):

𝑁ஓ(𝑥) 𝑑𝑥 =
𝑑𝑥
𝑥

α
2π ൣ1 + (1 − 𝑥)ଶ൧ log ቀ 𝑠

𝑚ଶቁ.
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Це і є наближенням еквівалентних фотонів Ваи̮цзекера–Вільямса.
Зокрема воно дозволяє вивчати розсіяння світла на світлі, використо-
вуючи eାeି-зіткнення. Відзначимо,що коли розглядати випромінюва-
ння м’якого фотона до моменту розсіяння, вищенаведении̮ розподіл
збігається з тим, що ми отримали в Задачі 5.5.

6.3. Екзотичні внески до 𝑔 − 2. Будь-яка частка, що перебуває у взаємодіı̈
з електроном, має давати поправки до електрон-фотонних форм-факторiв
i, зокрема, до𝑔−2. Оскільки𝑔−2 для електрона чудово узгоджується з роз-
рахунками КЕД, поправки дозволяють накладати обмеження на властиво-
сті нових гіпотетичних часток.

(a) В об’єднаніи̮ теоріı̈ електромаґнітноı̈ та слабкоı̈ взаємодіı̈ присутня
скалярна частка h, яку називають бозоном Гіґса. Вона взаємодіє еле-
ктроном наступним чином:

𝐻int = න𝑑ଷ𝐱 λ
√2

ϕhψ̄ψ.

Обчисліть внесок віртуального гіґсового бозона до електронного (𝑔−
2)-фактора, виразивши поправку через λ та масу𝑚h цього бозона.

(b) КЕД дає дуже точнии̮ вираз для аномального маґнітного моменту еле-
ктрона. Якщо 𝑎 = (𝑔 − 2)/2,

ห𝑎експ − 𝑎КЕДห < 1 × 10ିଵ଴.

Які обмеження накладає це на λ і 𝑚h? У наи̮простішіи̮ версіı̈ електро-
слабкоı̈ теоріı̈ λ = 3 × 10ల і 𝑚h > 60 ҐеВ. Покажіть, що такі значення
узгоджуються з нерівністю для 𝑎. Константа взаємодіı̈ гіґсового бозо-
на з мюоном більша за електронну в (𝑚ஜ/𝑚e) разів: λ = 6 × 10ିସ. А
отже, попри неточність в експериментальному значенні аномального
маґнітного моменту мюона,

ห𝑎експ − 𝑎КЕДห < 3 × 10ି଼,

ця умова накладає набагато сильніше обмеження на𝑚h. Чи досить во-
но сильне?

(c) Є складніші варіанти електрослабкоı̈ теоріı̈, що містять псевдоскаляр-
ну частку аксіон, яка взаємодіє з електроном відповідно до

𝐻int = න𝑑ଷ𝐱 𝑖λ
√2

ϕaψ̄γହψ.
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Можливо, аксіон є так само легким, як і електрон, чи навіть легшим, і
водночас взаємодіє з електроном сильніше, ніж гіґсів бозон. Обчисліть
внесок віртуального аксіона до електронного𝑔−2-фактора і визначте
неприпустимі значення λ та𝑚a.
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Чотири рази впродовж трьох останніх розділів35 ми вдавалися до певних
тверджень (іноді з наведенням мотиваціı̈), які не було доведено. Ідеться
про таке:

1. Формула (4.86) для ширини розпаду через елементи S-матриці.
2. Основна формула (4.103) для елементів S-матриці через феи̮нманові

діаґрами.
3. Тотожність Варда (5.79).
4. Ad hoc процедура фіксаціı̈ (6.55) для усунення ультрафіолетовоı̈ роз-

біжності в діаґрамі вершинноı̈ поправки.
Наразі наставчасповернутисядоцихпитань і розглянути ı̈х з належною

ретельністю. У §§ 7.2–7.4 ми доведемо всі чотири твердження. Ті знання,
що ı̈х ми здобудемо в процесі доведення, дозволять нам інтерпретувати ре-
шту петльових поправок для розсіяння електрона на важкіи̮ частці— по-
правки до зовнішніх лініи̮ і поляризацію вакууму. Другу та третю діаґрами
з (6.1) ми обчислимо в § 7.1, а останню—в §7.5.

Цеи̮ розділ буде абстрактнішим, ніж два попередні. Головною и̮ого те-
мою будуть особливості феи̮нманових діаґрам, представлених як аналіти-
чні функціı̈ зовнішніх імпульсів. Проте ми виявимо, що це питання, на пер-
шии̮ погляд призначене для вузького кола фахівців, насправді породжує
чимало фізичних наслідків і проливає світло на зв’язок між феи̮нманови-
ми діаґрамами та загальними принципами квантовоı̈ теоріı̈.

§7.1. Перенормування напруженості поля

У цьому параґрафі ми досліджуватимемо аналітичну структуру двоточко-
воı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈,

⟨Ω| 𝑇ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|Ω⟩ або ⟨Ω| 𝑇ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)|Ω⟩.
35Щеми постулювали, а не вивели, вираз для фотонного пропаґатора. Це буде виправлено
в Розділі 9 (Том II).
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У вільніи̮ теоріı̈ поля двоточкова функція ⟨Ω| 𝑇ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|Ω⟩ має просту ін-
терпретацію. Вона є амплітудою и̮мовірності того,що частка розповсюджу-
ється з точки 𝑦 в точку 𝑥. У якіи̮ мірі така інтерпретація є справедливою в
теоріı̈ із взаємодією?

Рис. 7.1. Власні значення оператора 4-імпульсу ௉ஜ ୀ (ு, 𝐏) покривають
поверхні послідовності гіперболоı̈дів у імпульсно-енерґетичному просто-
рі. В типовіи̮ теоріı̈ стан описує одну або більше часток з масою௠. Таким
чиноммаємо гіперболоı̈д одночасткових станів і нескінченнии̮ набір гіпер-
болоı̈дів двочасткових, тричасткових і т. д. станів. Крім того, нижче порогу
утворення двох вільних часток може бути один або більше гіперболоı̈дів,
що відповідають зв’язаним станам.

Наш аналіз двоточковоı̈ функціı̈ спиратиметься лише на загальні прин-
ципи теоріı̈ відносності та квантовоı̈ механіки і не залежатиме від природи
взаємодіı̈ чи від розкладення в пертурбативнии̮ ряд. Проте для простоти
ми обмежимося скалярними полями. Схожі результати можна отримати і
для кореляціи̮них функціи̮ полів зі спіном. Наприкінці за приклад ми наве-
демо відповіднии̮ результат для діракового поля.

Розіб’ємо двоточковуфункцію ⟨Ω| 𝑇ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|Ω⟩, для чого вставимо в неı̈
міжϕ(𝑥) таϕ(𝑦) тотожнии̮ оператор у вигляді суми за повнимнабором ста-
нів. За такі оберемо власні стани повного гамільтоніана із взаємодією 𝐻.
Оскільки оператор імпульсу 𝐏 комутує з𝐻, ці стани можна обрати так, щоб
вони були власними станами 𝐏. Твердження можна посилити, якщо враху-
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вати лоренц-інваріантність. Нехаи̮ |λ଴⟩ є власним станом 𝐻 з нульовим ім-
пульсом:𝐏|λ଴⟩ = 0. Тоді всі бусти |λ଴⟩ також є власними станами𝐻 і пробіга-
ють усі можливі значення 3-імпульсу. І навпаки— будь-якии̮ власнии̮ стан
𝐻 з певним імпульсом можна записати у вигляді бусту стану з нульовим ім-
пульсом |λ଴⟩. Власні значення оператора 4-імпульсу 𝑃ஜ = (𝐻, 𝐏) лежать на
гіперболоı̈дах, як зображено на Рис. 7.1.

Згадаи̮мо з Розділу 2, що співвідношення повноти для одночасткових
станів є

ℐ1Ч = න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩

|𝐩⟩⟨𝐩| (7.1)

Ми можемо написати аналоґічне співвідношення повноти для всього гіль-
бертового простору, лише трохи змінивши позначення. Нехаи̮ |λ𝐩⟩ є бу-
стом |λ଴⟩ з імпульсом 𝐩. Припустимо, що стан |λ𝐩⟩, подібно до одночастко-
вих станів |𝐩⟩, нормованорелятивістськи інваріантнимчином. Встановимо
𝐸𝐩 ≡ ට|𝐩|ଶ +𝑚ଶ

஛ , де𝑚஛ —„маса“ стану |λ𝐩⟩, тобто енерґія стану |λ଴⟩. Потрі-
бне нам співвідношення повноти має вигляд

𝟏 = |Ω⟩⟨Ω| +෍
஛

න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩(λ)

|λ𝐩⟩⟨λ𝐩|, (7.2)

де сума береться за всіма станами з нульовим імпульсом |λ଴⟩.
Тепер вставимо це розкладення між операторами у двоточковіи̮ фун-

кціı̈. Вважатимемо, що 𝑥଴ > 𝑦଴, і знехтуємо постіи̮ним внеском
⟨Ω|ϕ(𝑥)|Ω⟩⟨Ω|ϕ(𝑦)|Ω⟩, що не становить для нас інтересу.36 Двоточкова фун-
кція є

⟨Ω|ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|Ω⟩ =෍
஛

න 𝑑ଷ𝐩
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐩(λ)

⟨Ω|ϕ(𝑥)|λ𝐩⟩⟨λ𝐩|ϕ(𝑦)|Ω⟩. (7.3)

Ми можемо провести маніпуляціı̈ з матричними елементами:
⟨Ω|ϕ(𝑥)|λ𝐩⟩ = ⟨Ω| 𝑒௜𝐏⋅𝐱ϕ(0) 𝑒ି௜𝐏⋅𝐱|λ𝐩⟩ =

= ⟨Ω|ϕ(0)|λ𝐩⟩ 𝑒ି௜௣⋅௫ห௣బୀா𝐩 =
= ⟨Ω|ϕ(0)|λ଴⟩ 𝑒ି௜௣⋅௫ห௣బୀா𝐩 .

(7.4)

Остання рівність є наслідком лоренц-інваріантності ⟨Ω| іϕ(0). Щоб переко-
натися в цьому, треба вставити два множники 𝑈ିଵ𝑈, де 𝑈 є унітарним опе-
ратором бусту від 𝐩 до 0, і скористатися рівністю 𝑈ϕ(0)𝑈ିଵ = ϕ(0).37 Після
36Зазвичаи̮ він є нульовим внаслідок симетріı̈. А для полів с вищими спінами він дорівнює
нулю в силу лоренц-інваріантності.
37Для полів зі спіном слід враховувати ı̈х нетривіальне перетворення Лоренца.
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введення інтеґрала по 𝑝଴ вираз для двоточковоı̈ функціı̈ (як і досі, 𝑥଴ > 𝑦଴)
стає

⟨Ω|ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|Ω⟩ =෍
஛

න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ

𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ

஛ + 𝑖ε 𝑒
ି௜௣⋅(௫ି௬)ห⟨Ω|ϕ(0)|λ଴⟩หଶ. (7.5)

Звернімо увагу на появу пропаґатора𝐷ி(𝑥−𝑦) з заміною𝑚 на𝑚஛. Для 𝑦଴ >
𝑥଴ справедливі аналоґічні вирази, тому обидва випадки можна об’єднати.
Узагальнении̮ вираз такого розкладення для двоточковоı̈ функціı̈ має на-
зву спектрального представлення Челлена–Лемана:

⟨Ω|ϕ(𝑥)ϕ(𝑦)|Ω⟩ =
ஶ

න
଴

𝑑𝑀ଶ

2π ρ(𝑀ଶ)𝐷ி(𝑥 − 𝑦; 𝑀ଶ), (7.6)

де ρ(ଶ) є позитивно визначена функція спектральної густини:

ρ(𝑀ଶ) =෍
஛

(2π) δ(𝑀ଶ −𝑚ଶ
஛)ห⟨Ω|ϕ(0)|λ଴⟩ห

ଶ. (7.7)

Рис. 7.2. Спектральна функція ஡(ெଶ) для типовоı̈ теоріı̈ поля із взаємоді-
єю. Одночасткові стани роблять внесок з дельта-функціи̮ при௠ଶ (квадрат
маси частки). Багаточасткові стани дають безперервнии̮ спектр, що почи-
нається при (ଶ௠)ଶ. Також можуть бути внески від зв’язаних станів.

Спектральна густина ρ(𝑀ଶ) для типовоı̈ теоріı̈ поля показана на Рис. 7.2.
Зазначимо, що одночасткові стани роблять у неı̈ внесок у вигляді ізольова-
них дельта-функціи̮:

ρ(𝑀ଶ) = 2π δ(𝑀ଶ −𝑚ଶ) ⋅ 𝑍 + (нічого іншого до𝑀ଶ ≃ (2𝑚)ଶ), (7.8)
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де 𝑍—деяке число, що визначається квадратом матричного елемента в
(7.7). Називатимемо 𝑍 константою перенормування напруженості поля.
Величина 𝑚 є точна маса однієı̈ частки або точне власне значення енерґіı̈
частки у спокоı̈. Загалом, ця величина відрізняється від тієı̈, що фігурує в
лаґранжіані і яку ми надалі позначатимемо𝑚଴, називаючи ı̈ı̈ голою масою.
Величина ж𝑚 є фізичною масою ϕ-бозона. Безпосередньо спостережною є
лише фізична маса𝑚.

Рис. 7.3. Аналітична структура фур’є-перетворення двоточковоı̈ функціı̈
типовоı̈ теоріı̈ в комплексніи̮ ௣ଶ-площині. Одночасткові стани дають вне-
сок у вигляді ізольованих полюсів у точках, що відповідають масам часток.
Стани двох і більше часток дають розріз, а зв’язані стани—додаткові по-
люси.

Спектральне розкладення (7.6) дає такии̮ вигляд фур’є-перетворення
двоточковоı̈ функціı̈:

න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௣⋅௫⟨Ω| 𝑇ϕ(𝑥)ϕ(0)|Ω⟩ =
ஶ

න
଴

𝑑𝑀ଶ

2π ρ(𝑀ଶ) 𝑖
𝑝ଶ −𝑀ଶ + 𝑖ε =

= 𝑖𝑍
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε +

ஶ

න
∼ସ௠మ

𝑑𝑀ଶ

2π ρ(𝑀ଶ) 𝑖
𝑝ଶ −𝑀ଶ + 𝑖ε.

(7.9)

Аналітична структура цієı̈ функціı̈ в комплексніи̮ 𝑝ଶ-площині показана на
Рис. 7.3. Першии̮ доданок відповідає простому ізольованому полюсові при
𝑝ଶ = 𝑚ଶ, а другии̮— розрізу, що починається в точці 𝑝ଶ = (2𝑚)ଶ. Якщо існу-
ють будь-які двочасткові зв’язані стани, то в ρ(𝑀ଶ) з’являться додаткові
дельта-функціı̈, а в комплексніи̮ площині— нові полюси.

У § 2.4 ми знаи̮шли точнии̮ вираз для двоточковоı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈
для вільного скалярного поля:

න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௣⋅௫⟨0| 𝑇ϕ(𝑥)ϕ(0)|0⟩ = 𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε. (7.10)
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При 𝑥଴ > 0 ми інтерпретували цю формулу, як амплітуду и̮мовірності
того, що частка розповсюджується від 0 до 𝑥. З рівняння (7.9) видно, що
двоточковафункція має схожии̮ вигляд в узагальненіи̮ теоріı̈ із взаємодією.
Загальнии̮ вираз є просто сумою скалярних амплітуд розповсюдження ста-
нів, народжених з вакууму під дією оператора ϕ(0). Проте між (7.9) і (7.10)
існує дві відмінності. Перша полягає в тому, що (7.9) містить константу пе-
ренормування напруженості поля 𝑍 = |⟨λ଴|ϕ(0)|Ω⟩|ଶ, яка є и̮мовірністю то-
го, щоϕ(0) утворить дании̮ стан з вакууму. У (7.10) цеи̮ множник присутніи̮
неявно, оскільки для вільноı̈ теоріı̈ ⟨𝑝|ϕ(0)|0⟩ = 1. Друга відмінність ви-
кликана наявністю в (7.9) внесків від багаточасткових проміжних станів з
безперервним спектроммас. У вільніи̮ теоріı̈ операторϕ(0)може утворити
з вакууму лише одночастковии̮ стан. З урахуванням цих двох відмінностеи̮
(7.9) є безпосереднім узагальненням (7.10).

При подальшому аналізі буде істотним, що внески в (7.9) від одночас-
ткових і багаточасткових проміжних станів можна розрізняти по силі від-
повідних ı̈м синґулярностеи̮. Полюси у площині 𝑝ଶ виникають винятково
через одночасткові стани, а багаточастковимвідповідаютьрозрізи— слаб-
ші синґулярності. У наступному параґрафі ми побачимо, як ця доволі фор-
мальна обставина поширюється на випадок багатоточкових кореляціи̮них
функціи̮ і відіграє вирішальну роль при виведенні діаґрамноı̈ формули для
елементів S-матриці.

Проведении̮ у цьому параґрафі аналіз безпосередньо узагальнюється
для двоточкових функціи̮ полів з ненульовим спіном. Наи̮більше ускладне-
ння виникає при адаптаціı̈ (7.4), оскільки тепер поле нетривіально пере-
творюється під дією бустів. Власне, щоб описати багаточасткові стани, по-
трібно кілька інваріантних спектральних функціи̮. Проте це жодним чи-
ном не впливає на остаточнии̮ висновок, що полюси у площині 𝑝ଶ можуть
з’явитися лише від внеску одночасткових станів, утворених оператором
поля. До прикладу, двоточкова функція діракових полів має структуру:

න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௣⋅௫ ⟨Ω| 𝑇ψ(𝑥)ψ̄(0)|Ω⟩ = 𝑖𝑍ଶ∑௦ 𝑢௦(𝑝)𝑢̄௦(𝑝)
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε +⋯ =

= 𝑖𝑍ଶ(/𝑝 + 𝑚)
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε + ⋯ ,

(7.11)

де подальші члени дають розріз, що відповідає багаточастковим станам.
Як і для скалярного поля, константа 𝑍ଶ є и̮мовірністю того, що оператор
квантового поля утворить або знищить одночастковии̮ власнии̮ стан 𝐻:

⟨Ω|ψ(0)|𝑝, 𝑠⟩ = ඥ𝑍ଶ 𝑢௦(𝑝). (7.12)

(Для античастки слід замінити 𝑣 на 𝑣̄.) Таким чином, діракова двоточкова
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функція з точністю до масштабного множника 𝑍ଶ збігається з відповідною
функцією для вільного діракового поля з фізичною масою.

Приклад: власна енерґія електрона

Такии̮ непертурбативнии̮ аналіз двоточковоı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈ ради-
кально відрізняється від уже звичного нам безпосереднього вивчення
феи̮нманових діаґрам. Одержавши висновок про синґулярну структуру
функціı̈ в наи̮загальнішому вигляді, ми маємо всі підстави сподіватися, що
ı̈ı̈ буде виявлено і при обчисленні діаґрам. У решті цього параґрафу ми без-
посередньо перевіримо це на прикладі двоточковоı̈ електронноı̈ функціı̈ в
КЕД.

Ця функція є сумою діаґрам

⟨Ω| 𝑇ψ(𝑥)ψ̄(𝑦)|Ω⟩ = + +⋯ (7.13)

Відповіднодофеи̮нмановихправилдлякореляціи̮нихфункціи̮, кожна зцих
діаґрам містить множник 𝑒ି௜௣⋅(௫ି௬) для двох зовнішніх точок та інтеґрува-
ння ∫(𝑑ସ𝑝/(2π)ସ) по імпульсу 𝑝, що переноситься початковим та кінцевим
пропаґаторами. До кінця поточного параґрафу ми відкидатимемо ці мно-
жники— інакше кажучи, кожна діаґрама позначатиме відповіднии̮ член у
фур’є-перетворенні двоточковоı̈ функціı̈.

Перша з них є просто пропаґатором вільного поля:

= 𝑖(/𝑝 + 𝑚଴)
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴ + 𝑖ε. (7.14)

При обчисленнях позначатимемо масу в електронному пропаґаторі через
𝑚଴, щоб явно підкреслити встановлении̮ вище факт, що маса, яка фігурує в
лаґранжіані, відрізняється від спостережноı̈ енерґіı̈ спокою частки. Проте,
якщо справедлива теорія збурень, вираз для пропаґатора в головному по-
рядку має апроксимувати точнии̮ вираз. І справді, функція (7.14) має при
𝑝ଶ = 𝑚ଶ

଴ полюс вигляду (7.11). Тому природно сподіватися, що остаточнии̮
вираз для двоточковоı̈ функціı̈ має полюс такого ж вигляду, але и̮ого роз-
ташування трохи зсунуте:𝑚ଶ = 𝑚ଶ

଴ + 𝒪(α).
Друга діаґрама в (7.13), що має назву власної енерґії електрона, складні-

ша:

= 𝑖(/𝑝 + 𝑚଴)
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴
ൣ − 𝑖Σଶ(𝑝)൧

𝑖(/𝑝 + 𝑚଴)
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴
, (7.15)
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де

−𝑖Σଶ(𝑝) = (−𝑖𝑒)ଶන 𝑑ସ𝑘
(2π)ସ γ

ஜ 𝑖(/𝑘 + 𝑚଴)
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴ + 𝑖ε γஜ
−𝑖

(𝑝 − 𝑘)ଶ − µଶ + 𝑖ε. (7.16)

(Позначення Σଶ вказує, що це внесок другого порядку за 𝑒 у величину Σ,
яку ми визначимо нижче.) Інтеґрал Σଶ має інфрачервону розбіжність, яку
можна реґуляризувати шляхом запровадження малоı̈ маси фотона µ. Крім
цього інтеґрала, діаґрама, вочевидь, має подвіи̮нии̮ полюс при 𝑝ଶ = 𝑚ଶ. За-
галом, уся поправка виглядає не надто приємно. Проте спробуємо обчисли-
ти Σଶ(𝑝), застосувавши техніку, розроблену при обчисленні вершинноı̈ по-
правки в § 6.3.

Насамперед введемо феи̮нманів параметр і об’єднаємо два знаменники
в один:

1
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴ + 𝑖ε
1

(𝑝 − 𝑘)ଶ − µଶ + 𝑖ε =

=
ଵ

න
଴

𝑑𝑥 1
ൣ𝑘ଶ − 2𝑥𝑘 ⋅ 𝑝 + 𝑥𝑝ଶ − 𝑥µଶ − (1 − 𝑥)𝑚ଶ

଴ + 𝑖ε൧ଶ
.

Потім виокремимо повнии̮ квадрат і здіи̮снимо заміну ℓ ≡ 𝑘 − 𝑥𝑝. Відки-
нувши в чисельнику лініи̮нии̮ за ℓ доданок, маємо

−𝑖Σଶ(𝑝) = −𝑒ଶ
ଵ

න
଴

𝑑𝑥න 𝑑ସℓ
(2π)ସ

−2𝑥/𝑝 + 4𝑚଴

[ℓଶ − Δ + 𝑖ε]ଶ , (7.17)

деΔ = −𝑥(1−𝑥)𝑝ଶ+𝑥µଶ+(1−𝑥)𝑚ଶ
଴. Інтеґрал по ℓ розбігається, тому спершу

реґуляризуємо и̮ого за процедурою Паулі–Вілларса (6.51):

1
(𝑝 − 𝑘)ଶ − µଶ + 𝑖ε →

1
(𝑝 − 𝑘)ଶ − µଶ + 𝑖ε −

1
(𝑝 − 𝑘)ଶ − Λଶ + 𝑖ε.

Другии̮ доданок дає вираз аналоґічнии̮ (7.17), лише з заміною µ на Λ. Як і в
§ 6.3, здіи̮снимо віків поворот і переи̮демо до евклідовоı̈ змінноı̈ ℓ଴ா = −𝑖ℓ଴.
В кінцевому підсумку,

න 𝑑ସℓ
(2π)ସ

1
[ℓଶ − Δ]ଶ →

𝑖
(4π)ଶ

ஶ

න
଴

𝑑ℓଶாቆ
ℓଶா

[ℓଶா − Δ]ଶ −
ℓଶா

[ℓଶா − Δஃ]ଶ
ቇ =

= 𝑖
(4π)ଶ log ቀ

Δஃ
Δ ቁ,

(7.18)
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де
Δ = −𝑥(1 − 𝑥)𝑝ଶ + 𝑥Λଶ + (1 − 𝑥)𝑚ଶ

଴ −−−→ஃ→ஶ
𝑥Λଶ

Остаточнии̮ результат:

Σଶ(𝑝) =
α
2π

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 (2𝑚଴ − 𝑥/𝑝) log ቆ
𝑥Λଶ

(1 − 𝑥)𝑚ଶ
଴ + 𝑥µଶ − 𝑥(1 − 𝑥)𝑝ଶቇ. (7.19)

Передрозглядомрозбіжностеи̮ у цьомувиразі вивчимо и̮ого аналітичну
поведінку, як функціı̈ 𝑝ଶ. Лоґарифм у (7.19) має розріз у комплексніи̮ пло-
щині, коли и̮ого арґумент від’ємнии̮. Для будь-якого фіксованого 𝑥 це має
місце при досить великих 𝑝ଶ. А точніше, розріз починається там, де

(1 − 𝑥)𝑚ଶ
଴ + 𝑥µଶ − 𝑥(1 − 𝑥)𝑝ଶ = 0.

Розв’язавши це рівняння відносно 𝑥, одержимо

𝑥 = 1
2 +

𝑚ଶ
଴

2𝑝ଶ −
µଶ
2𝑝ଶ ±

ඨ(𝑝
ଶ +𝑚ଶ

଴ − µଶ)ଶ
4𝑝ସ − 𝑚ଶ

଴
𝑝ଶ =

= 1
2 +

𝑚ଶ
଴

2𝑝ଶ −
µଶ
2𝑝ଶ ±

1
2𝑝ଶටൣ𝑝

ଶ − (𝑚଴ + µ)ଶ൧ൣ𝑝ଶ − (𝑚଴ − µ)ଶ൧.
(7.20)

Розріз функціı̈ Σଶ(𝑝ଶ) починається примінімальному значенні 𝑝ଶ, за якого в
цього рівняння є діи̮сні рішення для 𝑥 на відрізку між 0 і 1. Це відбувається
при 𝑝ଶ = (𝑚଴+µ)ଶ, тобто, коли досягнуто порогу народження двочастково-
го (електрон і фотон) стану. Насправді неважко показати, що квадратнии̮
корінь у (7.20), переписании̮ у вигляді

𝑘 = 1
2ඥ𝑞ଶ

ටൣ𝑝ଶ − (𝑚଴ + µ)ଶ൧ൣ𝑝ଶ − (𝑚଴ − µ)ଶ൧ ,

є імпульсом у системі центру мас двох часток з масами 𝑚଴ і µ та енерґією
ඥ𝑞ଶ. Зрозуміло, що цеи̮ імпульс стає діи̮сним за порогом народження дво-
часткового стану. Розріз розташовано в цілковитіи̮ відповідності з форму-
лою Челлена–Лемана.38

Ми визначили розташування двочасткового розрізу, передбаченого
формулою Челлена–Лемана, але ще не знаи̮шли простого полюсу в точці
38Уреальніи̮ КЕДஜ ୀ ଴, і розріз збігається зодночастковимполюсом.Цяобставинавідіграє
рольпридетальномудослідженні інфрачервоних розбіжностеи̮, але ı̈ı̈ розгляд виходить за
межі нашого аналізу.
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𝑝ଶ = 𝑚ଶ
଴. Для цього насправді треба врахувати нескінченнии̮ ряд феи̮нма-

нових діаґрам, якии̮, на щастя, легко підсумувати.
Визначимо одночастково непривідну (1ЧН) діаґраму, як таку,що ı̈ı̈ не мо-

жна розділити на дві шляхом видалення однієı̈ лініı̈:

є 1ЧН, тоді як ні.

Нехаи̮ −𝑖Σ(𝑝) позначає суму всіх 1ЧН діаґрам з двома зовнішніми ферміон-
ними лініями:

𝑖Σ(𝑝) = =

= + + + ⋯
(7.21)

(При цьому не включатимемо до Σ(𝑝) пропаґатори, що відповідають цим
зовнішнім лініям.) У провідному порядку за α ми бачимо, що Σ = Σଶ.

Тепер перепишемо фур’є-перетворення двоточковоı̈ функціı̈, як

න𝑑ସ𝑥 ⟨Ω| 𝑇ψ(𝑥)ψ̄(0)|Ω⟩ 𝑒௜௣⋅௫ = =

= + + + ⋯ =

= 𝑖(/𝑝 + 𝑚଴)
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴
+ 𝑖(/𝑝 + 𝑚଴)

𝑝ଶ −𝑚ଶ
଴
൫ − 𝑖Σ൯𝑖(/𝑝 + 𝑚଴)

𝑝ଶ −𝑚ଶ
଴
+ ⋯

(7.22)

Перша діаґрама має при 𝑝ଶ = 𝑚ଶ
଴ простии̮ полюс, кожна з діаґрам друго-

го типу— подвіи̮нии̮, а кожна третього типу— потріи̮нии̮. З урахуванням
діаґрам подальших типів, поведінка при 𝑝ଶ = 𝑚ଶ

଴ стає чимраз гіршою, та
нащастя, сума всіх діаґрам утворює ґеометричну проґресію. Зазначимо, що
Σ(𝑝) комутує з /𝑝, бо Σ(𝑝) залежить лише від /𝑝 та числових коефіцієнтів. Фа-
ктично, якщо записати 𝑝ଶ = (/𝑝)ଶ, то Σ(𝑝) можна розглядати, як функцію /𝑝.
Отже, кожен електроннии̮ пропаґатор можемо переписати, як 𝑖/(/𝑝 − 𝑚଴), а
відтак підсумувати ряд:

න𝑑ସ𝑥 ⟨Ω| 𝑇ψ(𝑥)ψ̄(0)|Ω⟩ 𝑒௜௣⋅௫ =

= 𝑖
/𝑝 − 𝑚଴

+ 𝑖
/𝑝 − 𝑚଴

ቆ Σ(/𝑝)
/𝑝 − 𝑚଴

ቇ + 𝑖
/𝑝 − 𝑚଴

ቆ Σ(/𝑝)
/𝑝 − 𝑚଴

ቇ
ଶ
+⋯ =

= 𝑖
/𝑝 − 𝑚଴ − Σ(/𝑝)

.

(7.23)
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Точнии̮ пропаґатор має простии̮ полюс, зсунутии̮ від точки𝑚଴ на величину
Σ(/𝑝).

Розташування цього полюсу є фізичною масою𝑚 і визначається рішен-
ням рівняння

ൣ/𝑝 − 𝑚଴ − Σ(/𝑝)൧/௣ୀ௠ = 0. (7.24)
Якщо Σ(/𝑝) визначена умовою (7.21), то позитивнии̮ внесок у Σ забезпечує
збільшення маси електрона. Поблизу полюсу знаменник (7.23) має вигляд

൫/𝑝 − 𝑚൯ ⋅ ൭1 − 𝑑Σ
𝑑/𝑝ቤ/௣ୀ௠

൱ + 𝒪൫(/𝑝 − 𝑚)ଶ൯. (7.25)

Таким чином, точнии̮ електроннии̮ пропаґатор має одночастковии̮ полюс
вигляду (7.11), де𝑚 визначається з (7.24), а

𝑍ିଵଶ = 1 − 𝑑Σ
𝑑/𝑝ቤ/௣ୀ௠

(7.26)

Явне обчислення Σଶ дозволяє знаи̮ти перші поправки до𝑚 і𝑍ଶ. Почнемо
𝑚. У першому порядку за α зсув маси є

δ𝑚 = 𝑚−𝑚଴ = Σଶ(/𝑝 = 𝑚) ≈ Σଶ(/𝑝 = 𝑚଴). (7.27)

А отже, застосувавши (7.19),

δ𝑚 = α
2π 𝑚଴

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 (2 − 𝑥) log ቆ 𝑥Λଶ
(1 − 𝑥)ଶ𝑚ଶ

଴ + 𝑥µଶቇ. (7.28)

Зсув маси містить ультрафіолетову розбіжність. Розбіжнии̮ член має ви-
гляд

δ𝑚 −−−→
ஃ→ஶ

3
4π 𝑚଴ log ቆ

Λଶ
𝑚ଶ

଴
ቇ. (7.29)

Чи є насправді проблемою розбіжна величина в різниці між𝑚 і𝑚଴? Це пи-
тання має два рівні, концептуальнии̮ та практичнии̮.

На концептуальному рівні слід очікувати, що маса електрона буде змі-
нюватися за рахунок взаємодіı̈ з електромаґнітним полем. У класичніи̮
електродинаміці до енерґіı̈ спокою будь-якоı̈ зарядженоı̈ частки додається
енерґія електростатичного поля, яке вона утворює. Якщо частка точкова,
цеи̮ внесок є розбіжним:

න𝑑ଷ𝑟 ଵଶ |𝐄|
ଶ = න𝑑ଷ𝑟 1

2ቆ
𝑒
4π𝑟ቇ

ଶ
= α
2 න

𝑑𝑟
𝑟ଶ ∼ αΛ. (7.30)



§ 7.1. Перенормування напруженості поля 255

Насправді не зовсім зрозуміло, чому розбіжність у (7.29) така слабка— ло-
ґарифмічна за Λ замість лініи̮ноı̈, як у (7.30). Для з’ясування причини роз-
глянемо межу 𝑚଴ → 0. Тоді в гамільтоніані КЕД два спіральні компоненти
електронного поля ψ௅ і ψோ не взаємодіятимуть між собою. Звідси випли-
ває, що поправки теоріı̈ збурень жодним чином не можуть призвести ні до
взаємодіı̈ ψ௅ з ψோ , ні, зокрема, до появи масового члена. Інакше кажучи, δ𝑚
має обертатися на нуль при 𝑚଴ = 0. Отже, зсув маси має бути пропорціи̮-
ним𝑚଴, і з міркувань розмірності ясно,що залежність відΛможебутилише
лоґарифмічною за Λ.

На практичному рівні, поява нескінченостеи̮ не викликає довіри до
наших пертурбативних обчислень. Наприклад, усі теоретичні результати
Розділу 5 містять 𝑚଴, а не 𝑚. Для порівняння теоріı̈ з експериментом слід
замінити𝑚଴ на𝑚 зі співвідношення𝑚଴ = 𝑚 + 𝒪(α). А оскільки „мала“ по-
правка 𝒪(α) насправді нескінченна, то обґрунтованість процедури викли-
кає сери̮озні сумніви. Придатність теоріı̈ була б очевиднішою, якби при об-
числені феи̮нманових діаґрамми користувалися замість 𝑖

(/𝑝 − 𝑚଴)
пропаґа-

тором 𝑖
(/𝑝 − 𝑚) , полюс якого розташовано правильно. У Розділі 10 ми по-

кажемо, як переґрупувати пертурбативнии̮ ряд, щоб 𝑚଴ замінилася на 𝑚,
і пропаґатор у нульовому порядку мав би полюс, що відповідає фізичніи̮
масі. А надалі в цьому розділі ми просто будемо замінювати 𝑚଴ на 𝑚 у по-
правках 𝒪(α).

Нарешті, знаи̮демо поправку до 𝑍ଶ. З (7.26) маємо, що поправка порядку
α до δ𝑍ଶ = (𝑍ଶ − 1) є

δ𝑍ଶ =
𝑑Σ
𝑑/𝑝ቤ/௣ୀ௠

=

= α
2π

ଵ

න
଴

𝑑𝑥ቈ − 𝑥 log 𝑥Λଶ
(1 − 𝑥)ଶ𝑚ଶ + 𝑥µଶ +

2𝑥(2 − 𝑥)(1 − 𝑥)𝑚ଶ

(1 − 𝑥)ଶ𝑚ଶ + 𝑥µଶ ቉.
(7.31)

Цеи̮ вираз, знов-таки, лоґарифмічно розбігається в ультрафіолетовіи̮ межі.
Спостережність розбіжного члена ми обговоримо наприкінці § 7.2, проте
вже зараз звернімо увагу на ту цікаву обставину, що (7.31) на вигляд дуже
схожа на взятии̮ маи̮же навмання доданок, якии̮ ми використали дляфікса-
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ціı̈ форм-фактора в § 6.3. Відповідно до (6.56), цеи̮ доданок є

δ𝐹ଵ(0) =
α
2π

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 δ(𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1)×

× ቈ log 𝑧Λଶ
(1 − 𝑧)ଶ𝑚ଶ + 𝑧µଶ +

(1 − 4𝑧 + 𝑧ଶ)𝑚ଶ

(1 − 𝑧)ଶ𝑚ଶ + 𝑧µଶ ቉ =

= α
2π

ଵ

න
଴

𝑑𝑧 (1 − 𝑧)ቈ log 𝑧Λଶ
(1 − 𝑧)ଶ𝑚ଶ + 𝑧µଶ +

(1 − 4𝑧 + 𝑧ଶ)𝑚ଶ

(1 − 𝑧)ଶ𝑚ଶ + 𝑧µଶ ቉.

(7.32)

Інтеґруючи по частинах, маємо
ଵ

න
଴

𝑑𝑧 (1 − 2𝑧) log Λଶ
(1 − 𝑧)ଶ𝑚ଶ + 𝑧µଶ = −

ଵ

න
଴

𝑑𝑧 𝑧(1 − 𝑧) 2(1 − 𝑧)𝑚ଶ − µଶ
(1 − 𝑧)ଶ𝑚ଶ + 𝑧µଶ =

= −
ଵ

න
଴

𝑑𝑧ቈ(1 − 𝑧) − (1 − 𝑧)(1 − 𝑧ଶ)𝑚ଶ

(1 − 𝑧)ଶ𝑚ଶ + 𝑧µଶ ቉.

Неважко показати, що δ𝐹ଵ(0)+δ𝑍ଶ = 0. Ця тотожність відіграє вирішальну
роль при обґрунтуванні ad hoc процедури (6.55).

§7.2. Редукційна формула ЛСЦ

У попередньому параґрафі ми бачили, що фур’є-перетворення двоточковоı̈
кореляціи̮ноı̈ функціı̈, представленоı̈ як аналітичнафункція від 𝑝ଶ, має про-
стии̮ полюс, що відповідає масі одночасткового стану:

න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௣⋅௫ ⟨Ω| 𝑇ϕ(𝑥)ϕ(0)|Ω⟩ ∼
௣మ→௠మ

𝑖𝑍
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε. (7.33)

(Тут і далі символ ∼ означатиме, що обидві частини мають однакові полю-
си. Існують і додаткові скінченні члени, які в даномувипадку визначаються
виразом (7.9).) У поточному параґрафі ми узагальнимо цеи̮ результат для
кореляціи̮них функціи̮ вищого порядку. Ми виведемо формулу, що пов’язує
кореляціи̮ні функціı̈ та елементи S-матриці. Це формула була вперше отри-
мана Леманом, Симанзіком та Цімерманом і одержала назву редукційної
формули ЛСЦ.39 Цеи̮ результат, разом з феи̮нмановими правилами обчи-
слення кореляціи̮них функціи̮, дозволить обґрунтувати основну формулу
39H. Lehmann, К. Symanzik, W. Zimmermann, Nuovo Cimento 1, 1425 (1955).
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(4.103), для елементів S-матриці через феи̮нманові діаґрами. З міркувань
простоти проведемо всі викладки для скалярних полів.

Стратегія виведення формули така. Для обчислення елемента S-матри-
ці для процесу 2 частки → 𝑛 часток, почнемо з кореляціи̮ноı̈ функціı̈ 𝑛 +
2 гаи̮зенберґових полів. Здіи̮снивши фур’є-перетворення за координатою
будь-якого з цих полів, одержимо полюс типу (7.33) у площині фур’є-пе-
ретворення 𝑝ଶ. Ми покажемо, що одночасткові стані, які відповідають цим
полюсам, насправді є асимптотичними станами, що з’являються в набли-
женні добре локалізованих хвильових пакетів з визначеними імпульсами.
Переи̮шовши домежі, коли всі 𝑛+2 частки перебувають на масовіи̮ поверх-
ні, можна вважати коефіцієнт при багатократному полюсі елементом S-ма-
триці.

Передовсім, проведемо фур’є-перетворення (𝑛+2)-точковоı̈ кореляціи̮-
ноı̈ функціı̈ за одним арґументом 𝑥. Треба проаналізувати інтеґрал

න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௣⋅௫ ⟨Ω| 𝑇൛ϕ(𝑥)ϕ(𝑧ଵ)ϕ(𝑧ଶ)⋯ ൟ|Ω⟩.

Було б бажано виокремити полюси за змінною 𝑝଴. Для цього розіб’ємо інте-
ґрал по 𝑥଴ на три інтервали:

න𝑑𝑥଴ =
ஶ

න
தశ

𝑑𝑥଴ +
தశ

න
தష

𝑑𝑥଴ +
தష

න
ିஶ

𝑑𝑥଴, (7.34)

де τା набагато більша, а τି набагато менша, ніж усі 𝑧଴௜ . Назвемо ці інтерва-
ли I, II і III. Позаяк інтервал II є обмеженим і підінтеґральнии̮ вираз зале-
жить від 𝑝଴ через аналітичну функцію exp(𝑖𝑝଴𝑥଴), внесок від цього інтерва-
лу також буде аналітичним за змінною 𝑝଴. Інтервали ж I і III є необмежени-
ми і можуть містити синґулярності за 𝑝଴.

Спершурозглянемо інтервал I. Тут𝑥଴ —наи̮пізнішии̮моментчасу, іϕ(0)
стоı̈ть першим у хронолоґічному добутку. Вставимо повнии̮ набір промі-
жних станів у вигляді (7.2):

𝟏 =෍
஛

න 𝑑ଷ𝐪
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐪(λ)

|λ𝐪⟩⟨λ𝐪|.

Таким чином, інтеґрал по інтервалу I є
ஶ

න
தశ

𝑑𝑥଴න𝑑ଷ𝐱 𝑒௜௣బ௫బ 𝑒ି௜𝐩⋅𝐱෍
஛

න 𝑑ଷ𝐪
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐪(λ)

×

× ⟨Ω|ϕ(𝑥)|λ𝐪⟩⟨λ𝐪| 𝑇൛ϕ(𝑧ଵ)ϕ(𝑧ଶ)⋯ ൟ|Ω⟩.

(7.35)
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Використавши (7.4),
⟨Ω|ϕ(𝑥)|λ𝐪⟩ = ⟨Ω|ϕ(0)|λ଴⟩ 𝑒ି௜௤⋅௫ห௤బୀா𝐪(஛),

і вставившимножник 𝑒ିக௫బ , щоб інтеґралбувдобревизначеним, отримаємо

෍
஛

ஶ

න
தశ

𝑑𝑥଴න 𝑑ଷ𝐪
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐪(λ)

𝑒௜௣బ௫బ 𝑒ି௜௤బ௫బ 𝑒ିக௫బ ×

× ⟨Ω|ϕ(0)|λ଴⟩ (2π)ଷ δ(ଷ)(𝐩 − 𝐪) ⟨λ𝐪| 𝑇൛ϕ(𝑧ଵ)ϕ(𝑧ଶ)⋯ ൟ|Ω⟩ =

=෍
஛

1
2𝐸𝐪(λ)

𝑖𝑒௜(௣బିா𝐩ା௜க)தశ
𝑝଴ − 𝐸𝐩(λ) + 𝑖ε ⟨Ω|ϕ(0)|λ଴⟩⟨λ𝐪| 𝑇൛ϕ(𝑧ଵ)ϕ(𝑧ଶ)⋯ ൟ|Ω⟩.

(7.36)

Знаменник цього виразу такии̮ самии̮, як і в (7.5): 𝑝ଶ − 𝑚ଶ
஛ . Отже, має мі-

сце аналітична синґулярність за змінною 𝑝଴. Як і в § 7.1, вона може бути
полюсом або розрізом, залежно від того, чи ізольована енерґія спокою𝑚஛.
Одночастковии̮ стан відповідає ізольованому значенню енерґіı̈ 𝑝଴ = 𝐸𝐩 =
ඥ|𝐩|ଶ −𝑚ଶ, і в ціи̮ точці (7.36) має полюс:

න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௣⋅௫ ⟨Ω| 𝑇൛ϕ(𝑥)ϕ(𝑧ଵ)⋯ ൟ|Ω⟩ ∼
௣బ→ାா𝐩

∼
௣బ→ାா𝐩

𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε √𝑍 ⟨𝐩| 𝑇൛ϕ(𝑧ଵ)⋯ ൟ|Ω⟩.

(7.37)

Множник √𝑍 є та сама константа перенормування напруженості поля, що
присутня в (7.8), оскільки вона замінює такии̮ самии̮ матричнии̮ елемент,
як у (7.7).

Для обчислення внеску від III, поставимо операторϕ(𝑥) останнім у хро-
нолоґічному добутку і вставимо повнии̮ набір станів між 𝑇{ϕ(𝑧ଵ)⋯} і ϕ(𝑥).
Повторивши викладки, бачимо, що при 𝑝଴ → −𝐸𝐩 знову має місце полюс:

න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௣⋅௫ ⟨Ω| 𝑇൛ϕ(𝑥)ϕ(𝑧ଵ)⋯ ൟ|Ω⟩ ∼
௣బ→ିா𝐩

∼
௣బ→ିா𝐩

⟨Ω| 𝑇൛ϕ(𝑧ଵ)⋯ ൟ| − 𝐩⟩√𝑍 𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε.

(7.38)

Тепер здіи̮снимо фур’є-перетворення відносно до решти координат по-
лів. Проте, щоб уникнути інтерференціı̈ між зовнішніми частками, треба
ізолювати ı̈х одна від одноı̈ у просторі. Для цього повторимо попередні об-
числення, використавши не звичаи̮не фур’є-перетворення, а хвильовии̮ па-
кет. У (7.35) зробимо заміну

න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௣బ௫బ 𝑒ି௜𝐩⋅𝐱 → න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ න𝑑ସ𝑥 𝑒௜௣బ௫బ 𝑒ି௜𝐩⋅𝐱ϕ(𝐤), (7.39)
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деϕ(𝐤)—деякии̮ вузькии̮ розподіл, локалізовании̮ поблизу𝐤 = 𝐩. Завдяки
и̮ому 𝑥 буде обмежено ділянкою з характерним розміром хвильового паке-
та, яка оточуватиме траєкторію частки з імпульсом 𝐩. З урахуванням цієı̈
зміни права частина (7.36) має складнішу синґулярну структуру:

෍
஛

න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ

ϕ(𝐤)
2𝐸𝐤(λ)

𝑖
𝑝଴ − 𝐸𝐤(λ) + 𝑖ε ⟨Ω|ϕ(0)|λ଴⟩⟨λ𝐤| 𝑇൛ϕ(𝑧ଵ)⋯ ൟ|Ω⟩ ∼

௣బ→ାா𝐩

∼
௣బ→ାா𝐩

න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ ϕ(𝐤)

𝑖
෥𝑝଴ −𝑚ଶ + 𝑖ε √𝑍 ⟨𝐤| 𝑇൛ϕ(𝑧ଵ)⋯ ൟ|Ω⟩. (7.40)

де в другому рядку ෥𝑝 = (𝑝଴, 𝐩). Тепер одночасткова синґулярність пере-
творилася на розріз, довжина якого має порядокширини хвильового паке-
та ϕ(𝐤) в імпульсному просторі. Проте, якщо ϕ(𝐤) є дуже вузькии̮, розріз
також дуже короткии̮, тоді (7.40) має добре визначену межу при ϕ(𝐤) →
(2π)ଷδ(ଷ)(𝐤 − 𝐩), і синґулярність (7.40) прагне к полюсу (7.36). Синґуляр-
ність (7.38), пов’язана з одночастковими станами в далекому минулому,
змінюється таким самим чином.

Далі розглянемо інтеґрування по кожніи̮ координаті полів (𝑛 + 2)-то-
чковоı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈ з відповідною вагою хвильового пакета:40

ቆෑ
௜

න 𝑑ଷ𝐤௜
(2π)ଷ න𝑑ସ𝑥௜ 𝑒௜෥௣೔⋅௫೔ϕ௜(𝐤௜)ቇ⟨Ω| 𝑇൛ϕ(𝑥ଵ)ϕ(𝑥ଶ)⋯ ൟ|Ω⟩. (7.41)

Хвильові пакети оберемо так, щоб вони перекривалися поблизу 𝑥 = 0 і роз-
ділялися в далекому минулому та в далекому маи̮бутньому. Для аналізу ін-
теґрала оберемо велике позитивне значення часу τା, щоб усі хвильові паке-
тибуливідокремлені одинвід одногопри𝑥 > τା, а такожвеликенеґативне
значення часу τି, щоб вони були розділені при 𝑥଴௜ < τି. Відтак кожен з ін-
теґралів по 𝑥଴௜ розіб’ємо на три інтервали, як зробили це в (7.34). Будь-якии̮
з інтеґралів по 𝑥଴௜ на інтервалі II є аналітичним за значенням відповідноı̈
енерґіı̈ 𝑝଴௜ , тому знову треба зосередитися на інтервалах, де всі 𝑥଴௜ лежать у
далекому минулому або маи̮бутньому.

Для визначеності розглянемо випадок, коли лише дві координати, 𝑥଴ଵ та
𝑥଴ଶ , лежать умаи̮бутньому. Тоді поляϕ(𝑥ଵ) іϕ(𝑥ଶ) у хронолоґічному добутку
стоятимуть зліва від решти. Вставившиповнии̮ набір станів |λ𝐊⟩, знаи̮демо,
що інтеґрали по координатах у (7.41) набувають вигляду

෍
஛

න 𝑑ଷ𝐊
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐊

ቆෑ
௜ୀଵ,ଶ

න 𝑑ଷ𝐤௜
(2π)ଷ න𝑑ସ𝑥௜ 𝑒௜෥௣೔⋅௫೔ϕ௜(𝐤௜)ቇ×

× ⟨Ω| 𝑇൛ϕ(𝑥ଵ)ϕ(𝑥ଶ)ൟ|λ𝐊⟩⟨λ𝐊| 𝑇൛ϕ(𝑥ଷ)⋯ หΩ⟩.
40Як і в § 4.5, знак добутку відноситься як до інтеґрувань, так і до множників у дужках.
Інтеґрування по ௫೔ стосується всього виразу цілком.
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Стан |λ𝐊⟩ знищується двома польовими операторами. Отже, він має скла-
датися з двох різних збуджень вакууму, що перебувають у різних точках.
Якщо ці збудження досить віддалені одне від одного, вони є незалежними,
тому можна наближено записати

෍
஛

න 𝑑ଷ𝐊
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐊

⟨Ω| 𝑇൛ϕ(𝑥ଵ)ϕ(𝑥ଶ)ൟ|λ𝐊⟩⟨λ𝐊| =

= ෍
஛భ , ஛మ

න 𝑑ଷ𝐪ଵ
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐪భ

න 𝑑ଷ𝐪ଶ
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐪మ

×

× ⟨Ω|ϕ(𝑥ଵ)|λ𝐪భ⟩⟨Ω|ϕ(𝑥ଶ)|λ𝐪మ⟩⟨λ𝐪భ λ𝐪మ|.

Сума за λଵ і λଶ в цьому виразі проводиться за всіма станами з нульовим
імпульсом, але внесок у потрібні нам полюси дають лише одночасткові ста-
ни. Інтеґрали по 𝑥଴ଵ і 𝐪ଵ призводять до синґулярності за змінною 𝑝଴ଵ типу
(7.40), а інтеґрали по 𝑥଴ଶ і 𝐪ଶ —до аналітичноı̈ синґулярності за 𝑝଴ଶ. Член у
(7.41), що містить обидві синґулярності, має вигляд

ቆෑ
௜ୀଵ,ଶ

න 𝑑ଷ𝐤௜
(2π)ଷ ϕ௜(𝐤௜)

𝑖
෥𝑝ଶ௜ −𝑚ଶ + 𝑖ε ⋅ √𝑍ቇ⟨𝐤ଵ 𝐤ଶ| 𝑇൛ϕ(𝑥ଷ)⋯ ൟ|Ω⟩.

У межі, коли хвильові пакети перетворюються на дельта-функціı̈, локалі-
зовані на визначених імпульсах 𝐩ଵ і 𝐩ଶ, цеи̮ вираз переходить у

ቆෑ
௜ୀଵ,ଶ

𝑖
𝑝ଶ௜ −𝑚ଶ + 𝑖ε ⋅ √𝑍ቇout ⟨𝐩ଵ 𝐩ଶ| 𝑇൛ϕ(𝑥ଷ)⋯ ൟ|Ω⟩.

Стан ⟨𝐩ଵ 𝐩ଶ| є достоту асимптотичнии̮ кінцевии̮ out-стан (див. § 4.5), оскіль-
ки він є межею з добре визначеними імпульсами, одержаними зі стану,
утвореного добре розділеними хвильовими пакетами. Застосування ана-
лоґічних міркувань до часів 𝑥଴௜ , що відповідають далекому минулому, за-
свідчує, що коефіцієнт при наи̮синґулярнішому члені, що відповідає 𝑝଴௜ , є
матричним елементом між вакуумом та асимптотичним початковим in-
станом. Таким чином, наи̮синґулярнішии̮ член у (7.41) має вигляд

ቆෑ
௜ୀଵ,ଶ

𝑖
𝑝ଶ௜ −𝑚ଶ + 𝑖ε ⋅ √𝑍ቇቆෑ

௜ୀଷ,…

𝑖
𝑝ଶ௜ −𝑚ଶ + 𝑖ε ⋅ √𝑍ቇout ⟨𝐩ଵ 𝐩ଶ| − 𝐩ଷ⋯⟩in.

Останніи̮ множник якраз і є елементом S-матриці.
Отже, ми показали, що можемо одержати елемент S-матриці, розгляда-

ючи відповідне вакуумне середнє за хвильовими пакетами полів шляхом
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виокремлення головних синґулярностеи̮ за енерґіями 𝑝଴௜ і наступного пе-
реходу до межі, в якіи̮ ці пакети обертаються на дельта-функціı̈ від імпуль-
сів. Проте обчислення можна спростити, провівши и̮ого в зворотному по-
рядку— спершу переи̮ти від хвильових пакетів до дельта-функціи̮, повер-
нувшисьдо звичаи̮ногофур’є перетворення, а вжепотім виокремити синґу-
лярність. Остаточнии̮ результат для головноı̈ синґулярності не залежати-
ме від порядку виконання цих операціи̮, хоча доведення цього факту є до-
сить тонкою справою. А схематично можна пояснити, що нові синґулярно-
сті можуть виникнути за умови, якщо 𝑥ଵ та 𝑥ଶ у фур’є-перетворенні стають
у далекому маи̮бутньому близькими одне до одного. Однак у цьому асим-
птотичному регіоні експонента набуває вигляду exp[𝑖(𝑝ଵ + 𝑝ଶ) ⋅ 𝑥ଵ], тому
нові синґулярності мають бути простими полюсами у площині (𝑝ଵ + 𝑝ଶ), а
недобуткомполюсів по𝑝଴ଵ і𝑝଴ଶ окремо. Строгішепояснення (нажаль, викла-
дене в зовсім інших математичних термінах) можна знаи̮ти в оригінальніи̮
роботі Лемана, Симанзіка и̮ Цімермана.

Взявши до уваги можливість зміни порядку операціи̮, ми можемо зна-
и̮ти точне співвідношення між фур’є-перетвореннями кореляціи̮них фун-
кціи̮ та елементами S-матриці. Це і є редукціи̮на формула Лемана–Симан-
зіка–Цімермана (ЛСЦ):

௡

ෑ
௜ୀଵ

න𝑑ସ𝑥௜ 𝑒௜௣೔⋅௫೔
௠

ෑ
௝ୀଵ

න𝑑ସ𝑦௝ 𝑒௜௞ೕ⋅௬ೕ ⟨0| 𝑇൛ϕ(𝑥ଵ)⋯ϕ(𝑥௡)ϕ(𝑦ଵ)⋯ϕ(𝑦௠)}|0⟩ ∼

∼
кожен ೛బ೔ →శಶ𝐩೔
кожен ೜బೕ→శಶ𝐪ೕ

ቆ
௡

ෑ
௜ୀଵ

√𝑍 𝑖
𝑝ଶ௜ −𝑚ଶ + 𝑖εቇቆ

௠

ෑ
௝ୀଵ

√𝑍 𝑖
𝑘ଶ௝ −𝑚ଶ + 𝑖εቇ⟨𝐩ଵ⋯𝐩௡| S|𝐤ଵ⋯𝐤௠⟩.

(7.42)
Величина 𝑍, що з’явилась у цьому виразі, точно збігається з константою
перенормування напруженості поля, яку ми визначили в § 7.1, як лишок в
одночастковому полюсі двоточковоı̈ функціı̈ полів. Кожніи̮ частці відповід-
ає свіи̮ фактор 𝑍, що отримується з відповідноı̈ двоточковоı̈ функціı̈. Для
полів з вищими спінами кожен множник √𝑍 входить разом з поляризаціи̮-
нимимножниками типу 𝑢௦(𝑝), як у (7.12). У другому рядку (7.42) треба взя-
ти суму за поляризаціями 𝑠.

ФормулаЛСЦдає такии̮ рецепт знаходження елемента S-матриці. Треба
обчислити фур’є-перетворення відповідноı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈, розгля-
нути ділянку в імпульсному просторі, де імпульси зовнішніх часток лежать
поблизумасовоı̈ поверхні, і знаи̮ти коефіцієнт прибагаточастковомуполю-
сі. Для полів зі спіном ще слід помножити на поляризаціи̮нии̮ спінор 𝑢௦(𝑝)
(для ферміонів) або вектор ε௥(𝑘) (для бозонів), щоб спроектувати на потрі-
бнии̮ спіновии̮ стан.
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Наша наступна задача полягає в тому, щоб описати цю процедуру мо-
вою феи̮нманових діаґрам. Аналізуватимемо зв’язок між діаґрамними роз-
кладеннями чотириточковоı̈ функціı̈ скалярного поля та елементом S-ма-
триці процесу 2 частки → 2 частки. Розглядатимемо лише цілком зв’язні
діаґрами, що дають внесок у корелятор. Легко показати, що незв’язними
діаґрамами можна знехтувати, бо вони не мають синґулярноı̈ структури у
вигляді добутку чотирьох полюсів, як у (7.42).

Точна чотириточкова функція

ቆ
ଶ

ෑ
௜ୀଵ

න𝑑ସ𝑥௜ 𝑒௜௣೔⋅௫೔ቇቆ
ଶ

ෑ
௝ୀଵ

න𝑑ସ𝑦௝ 𝑒௜௞ೕ⋅௬ೕቇ⟨0| 𝑇൛ϕ(𝑥ଵ)ϕ(𝑥ଶ)ϕ(𝑦ଵ)ϕ(𝑦ଶ)|0⟩.

має загальну структуру, зображенунаРис. 7.4. Наніи̮ явнопоказані діаґрам-
ні поправки до кожноı̈ зовнішньоı̈ лініı̈. Коло в центрі представляє суму всіх
ампутованих чотириточкових діаґрам.

Рис. 7.4. Структура чотириточковоı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈ у скалярніи̮ тео-
ріı̈ поля.

Ми можемо підсумувати поправки до кожноı̈ зовнішньоı̈ лініı̈ так само,
як це робили при знаходженні точного електронного пропаґатора в попе-
редньому параґрафі. Нехаи̮−𝑖𝑀ଶ(𝑝ଶ) позначає суму одночастково неприві-
дних (1ЧН) вставлень у пропаґатор скалярного поля:

−𝑖𝑀ଶ(𝑝ଶ) = + + =

Отже, точнии̮ пропаґатор можна записати у вигляді ґеометричноı̈ проґресіı̈
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і взяти и̮ого суму, як у (7.23):

= + +⋯ =

= 𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴
+ 𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴
(−𝑖𝑀ଶ) 𝑖

𝑝ଶ −𝑚ଶ
଴
+⋯ =

= 𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴ −𝑀ଶ(𝑝ଶ) .

(7.43)

Зазначимо, що як і у випадку електронного пропаґатора, з домовленості
про знаки при𝑀ଶ(𝑝ଶ) випливає, що позитивнии̮ внесок у𝑀ଶ(𝑝ଶ) відповідає
збільшенню фізичноı̈ маси скалярноı̈ частки. Розклавши кожен підсумова-
нии̮ пропаґаторпоблизуфізичного полюсу, миможемопобачити,щокожна
зовнішня лінія чотириточковоı̈ амплітуди дає внесок

𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴ −𝑀ଶ(𝑝ଶ) ∼
௣బ→ா𝐩

𝑖𝑍
𝑝ଶ −𝑚ଶ + (реґулярна частина). (7.44)

Таким чином, сума діаґрам містить добуток чотирьох полюсів:

𝑖𝑍
𝑝ଶଵ −𝑚ଶ

𝑖𝑍
𝑝ଶଶ −𝑚ଶ

𝑖𝑍
𝑘ଶଵ −𝑚ଶ

𝑖𝑍
𝑘ଶଶ −𝑚ଶ .

Це така сама синґулярність, як і в другому рядку (7.42). Порівнюючи ко-
ефіцієнти при добутках полюсів, одержимо співвідношення

⟨𝐩ଵ 𝐩ଶ|S |𝐤ଵ 𝐤ଶ⟩ = ൫√𝑍൯ସ

де коло позначає суму ампутованих чотириточкових діаґрам, a 𝑍—кон-
станту перенормування напруженості поля.

Такі ж міркування можна застосувати і до фур’є-перетворення (𝑛 + 2)-
точкового корелятора довільноı̈ теоріı̈ поля. Загальне співвідношення між
елементами S-матриці та феи̮нмановими діаґрамами є таким:

⟨𝐩ଵ⋯𝐩௡|S |𝐤ଵ 𝐤ଶ⟩ = ൫√𝑍൯௡ାଶ (7.45)

(Якщо зовнішні частки належать до різних типів, то кожному з них відпо-
відає свіи̮ множник √𝑍. А якщо частки мають ненульовии̮ спін, до правоı̈
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частини треба додавати поляризаціи̮ні множники на зразок 𝑢௦(𝑘).) Це маи̮-
же та сама діаґрамна формула для S-матриці, що була постульована в § 4.6.
Єдина ı̈ı̈ нова особливість полягає в появі константи перенормування √𝑍.
Такі константи неістотні при розрахунках у головному порядку теоріı̈ збу-
рень, але стають важливими при обчисленні вищих поправок.

Досі ми провели повне обчислення лише однієı̈ вищоı̈ поправки— а са-
ме, поправки порядку α до форм-факторів електрона. Вплив перенормува-
нняелектронногополянебравсядоуваги. Тепермиврахуємоцеи̮множник
і подивимося, як він впливає на результат.

Оскільки вирази (6.28) і (6.30) для розсіяння електрона на важкіи̮ мі-
шені було отримано з використанням староı̈, неправильноı̈ формули для
елемента S-матриці, виправимо ı̈х, вставивши для початкового та кінцево-
го електронів множники √𝑍ଶ. Вираз (6.33) для структури точноı̈ вершини
набуває вигляду

𝑍ଶΓஜ(𝑝ᇱ, 𝑝) = γஜ𝐹ଵ(𝑞ଶ) +
𝑖σஜ஝𝑞஝
2𝑚 𝐹ଶ(𝑞ଶ), (7.46)

де Γஜ(𝑝ᇱ, 𝑝) є сумою ампутованих вершинних електрон-фотонних діаґрам.
Миможемоскористатисяцимвиразом і зновуобчислитиформ-фактори

у першому порядку за α. Оскільки 𝑍ଶ = 1 + 𝒪(α), a 𝐹ଶ з’являється лише
в першому за α порядку, наш старии̮ результат для 𝐹ଶ не змінюється. Для
обчислення 𝐹ଵ запишемо ліву частину (7.46) як

𝑍ଶΓஜ = (1 + δ𝑍 − 2)(γஜ + δΓஜ) = γஜ + δΓஜ + γஜ ⋅ δ𝑍ଶ,

де δ𝑍ଶ і δΓஜ позначають поправки порядку α до цих величин. Порівнюючи
це з правою частиною (7.46), бачимо, що до 𝐹ଵ(𝑞ଶ) додається новии̮ внесок,
що дорівнює δ𝑍ଶ. Нехаи̮ δ𝐹ଵ(𝑞ଶ) позначає поправку (не фіксовану) доформ-
фактора, обчисленого в § 6.3. Нагадаємо, що з результатів наприкінці § 7.1
випливає тотожність δ𝑍ଶ = −δ𝐹ଵ(0). Тоді

𝐹ଵ(𝑞ଶ) = 1 + δ𝐹ଵ(𝑞ଶ) + δ𝑍ଶ = 1 + ൣδ𝐹ଵ(𝑞ଶ) − δ𝐹ଵ(0)൧ .

Це цілком збігається з постульованим, але не доведеним виразом (6.55).
Отже, врахування перенормування напруженості поля обґрунтовує проце-
дуру фіксаціı̈, яка в § 6.3 була проведена на підставі хистких арґументів.

На цьому етапі аналізу важко збагнути, яким чином при обчисленні 𝐹ଵ
скорочуватимуться розбіжності у вищих порядках. Навіть гірше— хоча ми
и̮ намагалися в § 6.3 показати, що 𝐹ଵ(0) = 1 у будь-якому порядку, справе-
дливість цього припущення у першому порядку за α видається наслідком
випадкового збігу чисел.
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Строга постановка задачі є такою. Визначимо другии̮ масштабнии̮ мно-
жник 𝑍ଵ через

Γஜ(𝑞 = 0) = 𝑍ିଵଵ γஜ, (7.47)
де Γஜ —точна ампутована вершинна функція. Для доведення рівності
𝐹ଵ(0) = 1 треба показати, що 𝑍ଵ = 𝑍ଶ, тобто перенормування вершини
точно компенсує перенормування напруженості поля. Наприкінці § 7.4 ми
покажемо, що ця тотожність справедлива в будь-якому порядку теоріı̈ збу-
рень.

Аналіз редукціи̮ноı̈ формули ЛСЦ завершимо ще одним формальним
спостереженням. Початкові та кінцеві частки у ціи̮ формулі відрізняються
лише знаком відповідного фур’є-перетворення імпульсу 𝑝଴௜ або 𝑘଴௜ . Звідси
випливає, що аналітично продовжуючи лишок полюсу в точці 𝑝ଶ від пози-
тивних до неґативних 𝑝଴, можна перетворити елемент S-матриці з часткою
ϕ(𝐩) в кінцевому стані до елемента S-матриці з античасткою ϕ∗(−𝐩) у по-
чатковому стані. Отже, є справедливою кросинґ-симетрія, яку ми вивели в
§ 5.4 на підставі діаґрам:

⟨⋯ϕ(𝑝)|S |⋯⟩ห௣ୀି௞ = ⟨⋯ | S |ϕ∗(𝑘)⋯⟩.

А оскільки доведення формули ЛСЦ не залежить від пертурбативних ме-
тодів, то кросинґ-симетрія S-матриці є загальним результатом квантовоı̈
теоріı̈ поля, а не просто певною властивістю феи̮нманових діаґрам.

§7.3. Оптична теорема

У § 7.1 ми побачили, що двоточкова кореляціи̮на функція квантових полів
при ı̈ı̈ розгляді, як аналітичноı̈ функціı̈ імпульсу 𝑝ଶ, має розрізи, що відпо-
відають багаточастковим проміжним станам. Цеи̮ результат не став неспо-
діванкою для тих, хто знаи̮омии̮ з нерелятивістською теорією розсіяння,
у якіи̮ амплітуда, як функція енерґіı̈, також має розріз уздовж позитивноı̈
діи̮сноı̈ осі. Уявна складова амплітуди з’являється внаслідок ı̈ı̈ розриву на
цьому розрізі. Відповідно до оптичної теореми, уявна складова амплітуди
розсіяння вперед пропорціи̮на повному перерізові. Зараз ми доведемо по-
льовии̮ варіант цієı̈ теореми і проілюструємо, як вона виникає обчисленнях
феи̮нманових діаґрам.

Оптична теорема безпосередньо випливає з унітарності S-матриці:
SறS = 1. Підставляючи S = 1 + 𝑖T , як у (4.72), маємо

−𝑖(T − Tற) = TறT . (7.48)

Розглянемо матричнии̮ елемент цього виразу між двочастковими стана-
ми |𝐩ଵ 𝐩ଶ⟩ і |𝐤ଵ 𝐤ଶ⟩. Для обчислення правоı̈ частини, вставимо повнии̮ набір
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проміжних станів:

⟨𝐩ଵ 𝐩ଶ| TறT |𝐤ଵ 𝐤ଶ⟩ =෍
௡
ቆ

௡

ෑ
௜ୀଵ

න 𝑑ଷ𝐪௜
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐪೔

ቇ⟨𝐩ଵ 𝐩ଶ| Tற |{𝐪௜}⟩⟨{𝐪௜}| T |𝐤ଵ 𝐤ଶ⟩.

Тепер представимо елементи T -матриці, як інваріантні матричні елементи
ℳ, помножені на дельта-функціı̈, що забезпечують збереження 4-імпульсу.
Тоді тотожність (7.48) стає

2 Imℳ(𝑘ଵ𝑘ଶ → 𝑝ଵ𝑝ଶ) =෍
௡
ቆ

௡

ෑ
௜ୀଵ

න 𝑑ଷ𝐪௜
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐪೔

ቇ×

×ℳ∗(𝑝ଵ𝑝ଶ → 𝑞௜)ℳ(𝑘ଵ𝑘ଶ → 𝑞௜)(2π)ସδ(ସ)(𝑘ଵ + 𝑘ଶ − ∑
௜
𝑞௜),

помноженою на спільну дельта-функцію (2π)ସδ(ସ)(𝑘ଵ+𝑘ଶ−𝑝ଵ−𝑝ଶ). Скоро-
чено запишемо цю рівність як

2 Imℳ(𝑎 → 𝑏) =෍
௙
න𝑑Π௙ℳ∗(𝑏 → 𝑓)ℳ(𝑎 → 𝑓), (7.49)

де сума береться за всімаможливиминаборами 𝑓 часток у кінцевому стані.
Ця тотожність образно показана на Рис. 7.5. Дарма що досі ми вважали 𝑎 і
𝑏 двочастковими станами, вони так само можуть бути одночастковими або
ж багаточастковими асимптотичними станами.

=෍
௙
න𝑑Π௙

Рис. 7.5. Оптична теорема. Уявна частина амплітуди розсіяння вперед ви-
никає зарахуноквнесків усіхможливихбагаточастковихпроміжних станів.

Підставивши 𝑝௜ = 𝑘௜ і додавши потрібні для формули (4.79) кінемати-
чнімножники,щобутворитипереріз розсіяння, одержимо стандартнии̮ ви-
гляд оптичноı̈ теореми:

Imℳ(𝑘ଵ, 𝑘ଶ → 𝑘ଵ, 𝑘ଶ) = 2𝐸цм 𝑝цм σtot(𝑘ଵ, 𝑘ଶ → всі), (7.50)
де 𝐸цм є повна енерґія, а 𝑝цм — імпульс кожноı̈ з часток у системі центру
мас. Цеи̮ вираз пов’язує амплітуду розсіяння на нульовии̮ кут з повним пе-
рерізом утворення всіх кінцевих станів. Оскільки уявна складова ампліту-
ди розсіяння вперед визначає послаблення спрямованоı̈ вперед хвилі, коли



§ 7.3. Оптична теорема 267

пучок проходить крізь мішень, то цілком природно, що вона пропорціи̮на
и̮мовірності розсіяння. Вираз (7.50) дає точнии̮ зв’язок між ними.

Оптична теорема для фейнманових діаґрам

Тепер розглянемо, як ця тотожність для уявноı̈ складовоı̈ елемента S-ма-
триці з’являється в розкладенні за феи̮нмановими діаґрамами. Легко пе-
ревірити (наприклад, у КЕД), що кожна діаґрама, яка дає внесок в елемент
S-матриціℳ, є суто діи̮сна за винятком випадків, коли деякі знаменники
прагнуть до нуля, і тоді стає істотним доданок 𝑖ε. Таким чином, феи̮нма-
нова діаґрама дає уявнии̮ внесок уℳ лише тоді, коли віртуальні частки в
діаґрамі потрапляють на масову поверхню. Покажемо, як виокремити и̮ об-
числити цю уявну складову.

Для наших теперішніх цілеи̮ визначимоℳ за допомогою феи̮нманових
правил для теоріı̈ збурень. Це дозволить розглядатиℳ(s), як аналітичну
функцію комплексноı̈ змінноı̈ s = 𝐸цм, навіть попри те, що елементи S-ма-
триці визначені лише для зовнішніх часток з діи̮сними імпульсами.

Передовсім покажемо, що поява ненульовоı̈ уявноı̈ складовоı̈ℳ(s) зав-
жди вимагає синґулярності типу розрізу. Нехаи̮ s଴ є пороговою енерґією
утворення наи̮легшого багаточасткового стану. Для діи̮сних s < s଴ промі-
жнии̮ стан не може лежати на масовіи̮ поверхні, томуℳ(s) є діи̮сна, а отже,
в цьому випадку маємо рівність

ℳ(s) = ൣℳ(s∗)൧∗ (7.51)
Обидві частиницієı̈ рівності є аналітичнимифункціями s, бо ı̈ı̈ можна аналі-
тичнопродовжитина всюкомплекснуплощину s. Зокрема, поблизу діи̮сноı̈
осі при s > s଴ з (7.51) випливає, що

Reℳ(s+ 𝑖ε) = Reℳ(s− 𝑖ε);
Imℳ(s+ 𝑖ε) = − Imℳ(s− 𝑖ε).

Отже, вздовждіи̮сноı̈ осі існує розріз, що починається при пороговіи̮ енерґіı̈
s଴; а розрив на розрізі є

Discℳ(s) = 2𝑖 Imℳ(s+ 𝑖ε).
Зазвичаи̮ простіше обчислити цеи̮ розрив, а не безпосередньо уявну скла-
дову. Припис 𝑖ε у феи̮нмановому пропаґаторі вказує, що фізичні амплітуди
розсіяння треба обчислювати над розрізом при s+ 𝑖ε.

У § 7.1 ми вже бачили, що діаґрама власноı̈ енерґіı̈ електрона також має
розріз, якии̮ починається на порозі утворення електрон-фотонного ста-
ну. Розглянемо загальніші однопетльові діаґрами и̮ покажемо, що неодно-
рідності на розрізах дають саме такі уявні складові, яких вимагає вираз
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(7.49). Узагальнення цього результату на багатопетльові діаґрами було
одержаноКуткоським,41 якии̮ показав, що розривфеи̮нмановоı̈ діаґрами на
розрізі визначається набором простих правил розрізання.42

Почнемо з перевірки (7.49) для теоріı̈ϕସ. Оскільки права частина (7.49)
з’являється впорядку λଶ, миможемоприпустити,щопершии̮ внесок у Imℳ
також виникає від діаґрамвищихпорядків. Розглянемо, наприклад, діаґра-
му порядку λଶ:

௞ ୀ ௞ଵ ା ௞ଶ

з петлею в s-каналі. (Легко показати, що відповідні t- іu-канальні діаґрами
не мають синґуляностеи̮ типу розрізів для s вище порогу.) Повнии̮ імпульс
є 𝑘 = 𝑘ଵ + 𝑘ଶ, і для простоти оберемо імпульси симетрично, як показано
вище. Значення цієı̈ феи̮нмановоı̈ діаґрами є

𝑖δℳ = λଶ
2 න 𝑑ସ𝑞

(2π)ସ
1

(𝑘/2 − 𝑞)ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε
1

(𝑘/2 + 𝑞)ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε. (7.52)

Якщо обчислювати інтеґрал методами § 6.3, то віків поворот дасть дода-
тковии̮ множник 𝑖, тому нижче порогу δℳ є суто діи̮сною.

Далі маємо переконатися, що інтеґрал (7.52) має розрив уздовж діи̮сноı̈
осі у фізичніи̮ зоні 𝑘଴ > 2𝑚. Наи̮простіше знаи̮ти цеи̮ розрив, обчисливши
інтеґрал для 𝑘଴ < 2𝑚, а потім здіи̮снивши аналітичне продовження. Вдав-
шись до методу феи̮нманових параметрів, інтеґрал узяти неважко (Зада-
ча 7.1). Проте наочніше скористатися не таким прямолініи̮ним підходом.

Працюватимемо в системі ЦМ, у якіи̮ 𝑘 = (𝑘଴, 𝟎). Тоді підінтеґральнии̮
вираз у (7.52) має чотири полюси для змінноı̈ інтеґрування 𝑞଴. Вони розта-
шовані в

𝑞଴ = ଵ
ଶ 𝑘

଴ ± (𝐸𝐪 − 𝑖ε), 𝑞଴ = −ଵ
ଶ 𝑘

଴ ± (𝐸𝐪 − 𝑖ε).
Два з цих полюсів лежать вище діи̮сноı̈ осі 𝑞଴, а два— нижче:

41R. E. Cutkosky, J. Math. Phys. 1, 429 (1960).
42Ці правила мають простии̮ вигляд лише для синґулярностеи̮ у фізичніи̮ зоні, а поза нею
синґулярності трьох- і багаточасткових амплітуд стають дуже заплутаними. Цеи̮ предмет
розглядається у книзі [60].
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Замкнемо конур знизу и̮ обчислимо лишки в полюсах у нижніи̮ півплощи-
ні. З двох полюсів лише один, 𝑞଴ = ଵ

ଶ𝑘
଴ ± (𝐸𝐪 − 𝑖ε), дає внесок у розрив.

Зазначимо, що отримання лишку в цьому полюсі еквівалентно заміні
1

(𝑘/2 + 𝑞)ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε → −2π𝑖δ൫(𝑘/2 + 𝑞)ଶ −𝑚ଶ൯ (7.53)

під знаком інтеґрала по 𝑑𝑞଴.
Внесок від цього полюсу призводить до інтеґрала

𝑖δℳ = −2π𝑖 λ
ଶ

2 න 𝑑ଷ𝐪
(2π)ଷ

1
2𝐸𝐪

1
(𝑘଴ − 𝐸𝐪)ଶ − 𝐸ଶ

𝐪
=

= −2π𝑖 λ
ଶ

2
4π

(2π)ସ
ஶ

න
௠

𝑑𝐸𝐪 𝐸𝐪 |𝐪|
1
2𝐸𝐪

1
𝑘଴(𝑘଴ − 2𝐸𝐪)

.
(7.54)

Підінтеґральнии̮ вираз у другому рядку має полюс при 𝐸𝐪 = 𝑘଴/2. Коли
𝑘଴ < 2𝑚, він не знаходиться на контурі інтеґрування, тож δℳ явно є діи̮-
сною. Коли ж 𝑘଴ > 2𝑚, він лежить трохи вище або трохи нижче контуру
інтеґрування, залежно від того, якии̮ знак має мала уявна складова 𝑘଴:

Таким чином, інтеґрал зазнає розриву між 𝑘ଶ + 𝑖ε і 𝑘ଶ − 𝑖ε. Для и̮ого обчи-
слення скористаємося

1
𝑘଴ − 2𝐸𝐪 ± 𝑖ε = 𝑃 1

𝑘଴ − 2𝐸𝐪
∓ 𝑖πδ(𝑘଴ − 2𝐸𝐪),

(де𝑃 позначає головне значення). Розрив одержуємошляхом заміни полю-
су на дельта-функцію,що еквівалентно заміні дельта-функцією початково-
го пропаґатора:

1
(𝑘/2 − 𝑞)ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε → −2π𝑖δ൫(𝑘/2 − 𝑞)ଶ −𝑚ଶ൯. (7.55)

Простежмощераз за всіма етапами і спробуи̮мо збагнути,щомидовели.
Повернемося до початкового інтеґрала (7.52), перепозначимо імпульси в
пропаґаторах через 𝑝ଵ, 𝑝ଶ і зробимо заміну

න 𝑑ସ𝑞
(2π)ସ = න 𝑑ସ𝑝ଵ

(2π)ସ න 𝑑ସ𝑝ଶ
(2π)ସ (2π)

ସ δ(ସ)(𝑝ଵ + 𝑝ଶ − 𝑘).
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Ми показали, що розрив у інтеґралі можна обчислити, замінивши кожен з
пропаґаторів на дельта-функцію:

1
𝑝ଶ௜ −𝑚ଶ + 𝑖ε → −2π𝑖δ(𝑝ଶ௜ −𝑚ଶ). (7.56)

Розрив уℳ виникає від тієı̈ частини інтеґрала по 𝑑ସ𝑞, де одночасно вико-
нуються умови, задані обома дельта-функціями. Інтеґруючи по них, ми пе-
реносимо імпульси 𝑝௜ на масову поверхню і перетворюємо інтеґрали 𝑑ସ𝑝௜ в
інтеґрали по релятивістському фазовому об’єму. Крім того, у виразі (7.52)
лишилися множник λଶ, квадрат амплітуди у головному порядку та фактор
симетріı̈ (ଵଶ), якии̮ можна інтерпретувати як множник, що виникає через
тотожність бозонів у кінцевому стані. Отже, ми показали, що в порядку λଶ

Discℳ(𝑘) = 2𝑖 Imℳ(𝑘) =

= න 𝑑ଷ𝐩ଵ
(2π)ଷ

1
𝐸𝐩భ

න 𝑑ଷ𝐩ଶ
(2π)ଷ

1
𝐸𝐩మ

|ℳ(𝑘)|ଶ (2π)ସ δ(ସ)(𝑝ଵ + 𝑝ଶ − 𝑘).

Це явно підтверджує справедливість (7.49) у порядку λଶ для теоріı̈ ϕସ.
У наведених міркуваннях ми не скористались ані тим, що обом про-

паґаторам у діаґрамі відповідають рівні маси, ані тим, що ці пропаґатори
пов’язані з простою точковою вершиною, тому наш аналіз можна пошири-
ти і на довільну однопетльову діаґраму. Щоразу, коли в межах інтеґруван-

(𝑎) 2 Im = න𝑑Π

(𝑏) 2 Im = න𝑑Π

Рис. 7.6. Два внески в оптичну теорему для розсіяння Баба́.

ня по імпульсах у діаґрамі обидва пропаґатори одночасно потрапляють на
масову поверхню, миможемо скористатися вищенаведеними арґументами
для обчислення ненульового розривуℳ. Величину цього розриву можна
знаи̮ти, здіи̮снивши для кожного з пропаґаторів заміну (7.56). Наприклад,
для порядку αଶ розсіяння Баба́ (Рис. 7.6), ми можемо обчислити уявні скла-
дові, розрізавшидіаґрами і розмістивши імпульси розрізаних пропаґаторів
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на масовіи̮ поверхні, застосовуючи (7.56). Полюси додаткових пропаґато-
рів не роблять внеску в розріз. Інтеґруючи по дельта-функціях, як і в попе-
редньому абзаці, ми отримаємо співвідношення між уявними складовими
цих діаґрам і внесками до повного перерізу.

Куткоськии̮ показав, що такии̮ метод обчислення розривів є цілком за-
гальним. Фізичнии̮ розрив будь-якоı̈ діаґрами можна знаи̮ти, дотримую-
чись алгоритму:

1. Розрізаємо діаґраму всіма можливими способами так, щоб імпульси
розрізаних пропаґаторів одночасно лежали на масовіи̮ поверхні.

2. Для кожного розрізу робимо заміну 1
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖ε → −2π𝑖δ(𝑝ଶ − 𝑚ଶ),

після чого обчислюємо петльові інтеґрали.

3. Беремо суму внесків від усіх можливих розрізів.

Застосовуючи ці правила розрізання, можна довести оптичну теорему
(7.49) у будь-якому порядку теоріı̈ збурень.

Нестабільні частки

Правила розрізання свідчать, що оптична теорема (7.49) виконується не
лишедля елементівS-матриці, а и̮ для будь-яких амплітудℳ, які можна ви-
значити через феи̮нманові діаґрами. Це стає дуже корисним, коли ми роз-
глядаємонестабільні частки,щовпринципінеможутьбутиасимптотични-
ми станами.

Згадаи̮мо, що відповідно до співвідношення (7.43), точна двоточкова
функція скалярного поля має вигляд

= 𝑖
𝑝ଶ −𝑚ଶ

଴ −𝑀ଶ(𝑝ଶ) .

Мивизначили величину−𝑖𝑀ଶ(𝑝ଶ), як суму всіх можливих одночастково не-
привідних вставлень до бозонного пропаґатора, але на таких самих підста-
вах можемо розглядати ı̈ı̈, як суму всіх ампутованих діаґрам для процесу
„розсіяння“ 1 частка→1 частка. З формули ЛСЦ випливає, що

ℳ(𝑝 → 𝑝) = −𝑍𝑀ଶ(𝑝ଶ). (7.57)

Ми можемо скористатися цим співвідношенням та оптичною теоремою
для вивчення властивостеи̮ уявноı̈ складовоı̈𝑀ଶ(𝑝ଶ).
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Насамперед розглянемо знаи̮омии̮ уже випадок стабільного скалярного
бозона. Тоді немає ніякого можливого кінцевого стану, що може дати вне-
сок до правоı̈ частини виразу (7.49). Отже,𝑀ଶ(𝑝ଶ) є діи̮сною. Розташування
полюса у пропаґаторі визначається рівнянням 𝑝ଶ − 𝑚ଶ

଴ − 𝑀ଶ(𝑝ଶ) = 0, яке
має діи̮сне рішення𝑚. Таким чином, полюс лежить на діи̮сніи̮ осі 𝑝ଶ нижче
багаточасткового розрізу.

Проте в багатьох випадках частка може розпадатися на дві або більше
часток зменшоюмасою. Уцьомуразі𝑀ଶ(𝑝ଶ)набуває уявноı̈ складовоı̈, тому
ми мусимо трохи змінити визначення. Встановимо масу частки𝑚 умовою

𝑚ଶ −𝑚ଶ
଴ − Re𝑀ଶ(𝑚ଶ) = 0. (7.58)

Тоді полюс пропаґатора переміститься з діи̮сноı̈ осі:

= 𝑖𝑍
𝑝ଶ −𝑚ଶ − 𝑖𝑍 Im𝑀ଶ(𝑝ଶ) .

Якщо пропаґатор виникає в s-каналі діаґрами, переріз поблизу полюса по-
водиться, як

σ ∝ ቤ 1
s−𝑚ଶ − 𝑖𝑍 Im𝑀ଶ(s)ቤ

ଶ
. (7.59)

Цеи̮ вираз дуже схожии̮ на релятивістську формулу Бреи̮та–Віґнера (4.64)
для перерізу розсіяння поблизу резонансу:

σ ∝ ቤ 1
𝑝ଶ −𝑚ଶ + 𝑖𝑚Γቤ

ଶ
. (7.60)

Маса 𝑚, визначена в (7.58), є розташуванням резонансу. Якщо Im𝑀ଶ(𝑚ଶ)
мала, то резонанс у (7.59) вузькии̮, і в и̮ого межах можемо наближено замі-
нити Im𝑀ଶ(s) на Im𝑀ଶ(𝑚ଶ). Тоді (7.59) точно збігається з формулою Бреи̮-
та–Віґнера, і в цьому випадку

Γ = − 𝑍
𝑚 Im𝑀ଶ(𝑚ଶ). (7.61)

Якщо резонанс широкии̮, з’являться відхилення від форми бреи̮т-віґнеро-
вого резонансу, що призводять до звуження краı̈в попереду і ı̈хнього роз-
ширення позаду.

Для обчислення Im𝑀ଶ та Γ скористаємося визначенням𝑀ଶ, як суми 1ЧН
внесків до пропаґатора. Уявні складові відповідних петльових діаґрам да-
дуть ширину розпаду. Проте застосування оптичноı̈ теореми (7.49), уза-
гальненоı̈ на феи̮нманові діаґрами правилами розрізання, дозволяє спро-
стити цю процедуру. Взявши (7.57) за визначення матричного елемента
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ℳ(𝑝 → 𝑝) і так само визначивши матричні елементи розпаду ℳ(𝑝 → 𝑓)
через феи̮нманові діаґрами, з виразу (7.49) одержимо

𝑍 Im𝑀ଶ(𝑝ଶ) = − Imℳ(𝑝 → 𝑝) = −12෍
௙
න𝑑Π௙ |ℳ(𝑝 → 𝑓)|ଶ, (7.62)

де сума береться за всіма можливими кінцевими станами 𝑓. Тому ширина
розпаду є

Γ = 1
2𝑚෍

௙
න𝑑Π௙ |ℳ(𝑝 → 𝑓)|ଶ, (7.63)

як і було вказано у виразі (4.86).
Ще раз наголосимо, що виведення цього рівняння справедливе лише

для нестабільних часток з довгою тривалістю життя, коли Γ ≪ 𝑚. Для ви-
падкуширокого резонансу треба враховувати повну залежність𝑀ଶ(𝑝ଶ) від
енерґіı̈.

§7.4. Тотожність Варда–Такахаші

З чотирьох „хвостів“, перерахованих на початку цього розділу, залишилася
недоведеною тільки тотожність Варда. Згадаи̮мо з § 5.5, що вона стверджу-
вала про наступне: якщоℳ(𝑘) = εஜ(𝑘)ℳஜ(𝑘) є амплітудою певного проце-
су КЕД, що включає в початковому або кінцевому стані фотон з імпульсом
𝑘, то вона обертається на нуль при заміні εஜ на 𝑘ஜ:

𝑘ஜ(𝑘)ℳஜ(𝑘) = 0. (7.64)

Для доведення цього твердження корисно отримати загальнішу тото-
жність для кореляціи̮них функціи̮ КЕД, що має назву тотожності Вар-
да–Такахаші. Для розгляду цього загального випадку позначимо черезℳ
фур’є-перетворення кореляціи̮ноı̈ функціı̈, в якіи̮ зовнішні імпульси не кон-
че розташовані на масовіи̮ поверхні. У цьому випадку права частина (7.64)
містить ненульові члени. А проте, коли для виокремлення елемента S-ма-
триці ми скористаємося формулою ЛСЦ, то переконаємося, що ці члени не
дають внеску.

Будемо доводити тотожність Варда–Такахаші у довільному порядку
α, безпосередньо розглядаючи феи̮нманові діаґрами, що дають внесок у
ℳ(𝑘). Загаломця тотожність не виконується для окремихфеи̮нманових ді-
аґрам; ми маємо взяти суму за всіма діаґрамами в поточному порядку.
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Візьмемо типову діаґраму для типовоı̈ амплітудиℳ(𝑘):

Якщо прибрати фотон γ(𝑘), матимемо простішу діаґраму, що є частиною
спрощеноı̈ амплітудиℳ଴. Якщо у спрощену діаґраму знову десь вставити
фотон, ми знову одержимо внесок уℳ(𝑘). Вирішальне спостереження по-
лягає в тому, що коли ми візьмемо суму за всіма діаґрамами, які дають вне-
сок уℳ଴, а далі підсумуємо за всіма точками вставлення фотона в кожніи̮
з цих діаґрам, то в результаті одержимоℳ(𝑘). Тотожність Варда–Такахаші
справедлива для кожноı̈ діаґрами, яка дає внесок уℳ଴, коли взяти суму за
всіма можливими точками вставлення; це твердження ми и̮ доведемо.

Є два способи вставитифотонну лінію в діаґраму—приєднати ı̈ı̈ до еле-
ктронноı̈ лініı̈, що виходить з діаґрами і сполучає дві зовнішні точки, або до
електронноı̈ петлі. Розглянемо по черзі кожен з цих способів.

Спершу припустимо, що електронна лінія сполучає дві зовнішні точки.
До того, як ми вставили фотон, лінія мала вигляд

Імпульси електронних пропаґаторів є 𝑝, 𝑝ଵ = 𝑝+𝑞ଵ, 𝑝ଶ = 𝑝ଵ+𝑞ଶ — і так далі
до 𝑝ᇱ = 𝑝௡ିଵ + 𝑞௡. Якщо маємо 𝑛 вершин, фотон можемо вставити в 𝑛 + 1
різних місцях. Нехаи̮ ми вставили и̮ого після 𝑖-ı̈ вершини:

До імпульсів усіх електронних пропаґаторів зліва від нового фотона тепер
додалося 𝑘.

Поглянемо на значення цих діаґрам, якщо εஜ(𝑘) замінити на 𝑘ஜ. Добуток
𝑘ஜ і новоı̈ вершини зручно записати, як

−𝑖𝑒𝑘ஜγஜ = −𝑖𝑒ൣ(/𝑝௜ + /𝑘 −𝑚) − (/𝑝௜ −𝑚)൧.
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Перемноживши на прилеглі електронні пропаґатори,

𝑖
/𝑝௜ + /𝑘 −𝑚൫ − 𝑖𝑒/𝑘൯ 𝑖

/𝑝௜ −𝑚 = 𝑒ቆ 𝑖
/𝑝௜ −𝑚 − 𝑖

/𝑝௜ + /𝑘 −𝑚ቇ. (7.65)

Отже, діаґрама с фотоном, вставленим після вершини 𝑖, має структуру

⋯ ⋯ = ⋯ቆ 𝑖
/𝑝௜ାଵ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛೔శభ ×

× ቆ 𝑖
/𝑝௜ −𝑚 − 𝑖

/𝑝௜ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛೔ቆ 𝑖
/𝑝௜ିଵ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛೔షభ ⋯

Таким самим чином отримуємо діаґраму з фотоном після вершини 𝑖 − 1:

⋯ ⋯ = ⋯ቆ 𝑖
/𝑝௜ାଵ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛೔శభቆ 𝑖

/𝑝௜ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛೔ ×

× ቆ 𝑖
/𝑝௜ିଵ −𝑚 − 𝑖

/𝑝௜ିଵ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛೔షభ ⋯

Зазначимо, що першии̮ член у цьому виразі скорочується з другим у попе-
редньому. Таке скорочення виконуватиметься для будь-якоı̈ пари діаґрам,
у яких точки вставлення фотона знаходяться поруч. Якщо підсумувати за
всіма можливими точками вставлення, то скорочуються всі члени за виня-
тком тих, що не мають пари на кінцях. Доданок, що з’являється від встав-
лення фотона після останньоı̈ вершини (далеко зліва), дорівнює 𝑒, помно-
женому на значення початковоı̈ діаґрами; іншии̮ доданок без пари виникає
від вставлення фотона перед першою вершиною і має такии̮ самии̮ вигляд
за винятком знаку мінус та заміни всюди 𝑝 на 𝑝 + 𝑘. Мовою діаґрам, наш
результат є

෍
точки
вставки

𝑘ஜ ⋅ = 𝑒 (7.66)

де з міркувань симетріı̈ зроблено підстановку 𝑝ᇱ +𝑘 → 𝑞. У кожніи̮ діаґрамі
зліва в (7.66) вхіднии̮ імпульс електронноı̈ лініı̈ є𝑝, а вихіднии̮ 𝑞. Відповідно
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доформулиЛСЦ, з кожноı̈ діаґрамиможнавиокремитивнесокуS-матрицю.
Для цього маємо взяти коефіцієнт при добутку полюсів

ቆ 𝑖
/𝑞 − 𝑚ቇቆ 𝑖

/𝑝 − 𝑚ቇ .

Кожен член справа в (7.66) містить один з цих полюсів, але жоден не має
одразу обох. Таким чином, права частина (7.66) не дає ніякого внеску в S-
матрицю.43

Для завершення доведення маємо розглянути випадок, коли фотон
приєднується до електронноı̈ петлі. До вставлення фотона типова петля
мала вигляд

Імпульси електронних пропаґаторів є 𝑝ଵ, 𝑝ଵ + 𝑞ଶ = 𝑝ଶ — і так далі до 𝑝௡.
Нехаи̮ фотон γ(𝑘) вставлено між вершинами 𝑖 та 𝑖 + 1:

Тепер ми маємо додатковии̮ імпульс 𝑘, що пробігає по петлі від новоı̈ вер-
шини. Домовимося вважати, що ця вершина має порядковии̮ номер 1.

Щоб підсумувати за всіма можливими способами вставлення фотона в
петлю, застосуємо рівність (7.65) до кожноı̈ діаґрами. Для тієı̈ з них, у якіи̮
фотон вставлено між вершинами 1 і 2, маємо

−𝑒න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ Tr ቈቆ 𝑖

/𝑝௡ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛೙ ⋯ቆ 𝑖
/𝑝ଶ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛మ ×

× ቆ 𝑖
/𝑝ଵ −𝑚 − 𝑖

/𝑝ଵ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛భ቉.

43Цеи̮ етап доведення стане простим, якщо ми перерозподілимо пертурбативнии̮ ряд та-
ким чином, щоб пропаґатор містив௠, а не௠బ. Це буде зроблено в Розділі 10.



§ 7.4. Тотожність Варда–Такахаші 277

Першии̮ член скоротиться з одним із членів іншоı̈ діаґрами, у якіи̮ фотон
вставлено між вершинами 2 і 3. Такі самі скорочення відбудуться для ко-
жноı̈ пари сусідніх діаґрам. Після підсумовування за 𝑛 можливими способа-
ми вставлення фотона залишиться

− 𝑒න 𝑑ସ𝑝
(2π)ସ Tr ቈቆ 𝑖

/𝑝௡ −𝑚ቇγ஛೙ቆ 𝑖
/𝑝௡ିଵ −𝑚ቇγ஛೙షభ ⋯ቆ 𝑖

/𝑝ଵ −𝑚ቇγ஛భ −

− ቆ 𝑖
/𝑝௡ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛೙ቆ 𝑖

/𝑝௡ିଵ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛೙షభ …ቆ 𝑖
/𝑝ଵ + /𝑘 −𝑚ቇγ஛భ቉.

(7.67)

Пересуваючи змінну інтеґрування у другому члені на 𝑘, побачимо, що ре-
шта два члени також скорочуються. Отже, діаґрами, в яких фотон приєдну-
ється до замкненоı̈ петлі, не дають внеску.

Тепер зберемо докупи всі частини доведення. Нехаи̮ амплітуда ℳ має
2𝑛 зовнішніх електронних лініи̮— 𝑛 вхідних і 𝑛 вихідних. Позначимо вхідні
імпульси як 𝑝௜ , а вихідні як 𝑞௜:

ℳ(𝑘; 𝑝ଵ⋯𝑝௡; 𝑞ଵ⋯𝑞௡) =

(Також амплітуда може містити довільну кількість додаткових зовнішніх
фотонних лініи̮.) Амплітудаℳ଴ не має фотона γ(𝑘), а в іншому ідентична
ℳ. Щоб з ℳ଴ отримати 𝑘ஜℳஜ, треба взяти суму за всіма діаґрамами, що
дають внесок уℳ଴, а в кожніи̮ з цих діаґрам підсумувати за всіма можливи-
ми способами вставлення фотона. Сума за точками вставлення в петлі для
будь-якоı̈ діаґрами дає нуль. Сума за точками вставлення у наскрізніи̮ еле-
ктронніи̮ лініı̈ в будь-якіи̮ діаґрамі дає внесок типу (7.66). Просумувавши за
всіма точками вставлення для кожноı̈ діаґрами, маємо

෍
точки
вставки

𝑘ஜ ⋅ = 𝑒෍
௜

де сіре коло позначає будь-яку діаґраму, що дає внесок уℳ଴. І, остаточно,
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сума за всіма цими діаґрамами:

𝑘ஜℳஜ(𝑘; 𝑝ଵ⋯𝑝௡; 𝑞ଵ⋯𝑞௡) = 𝑒෍
௜
ቂℳ଴(𝑝ଵ⋯𝑝௡; 𝑞ଵ⋯(𝑞௜ − 𝑘)⋯)−

−ℳ଴(𝑝ଵ⋯(𝑝௜ + 𝑘)⋯ ; 𝑞ଵ⋯𝑞௡)ቃ.
(7.68)

Це і є тотожність Варда–Такахаші для кореляціи̮них функціи̮ у КЕД.Ми вже
з’ясували, що права частина не дає внеску в елемент S-матриці; отже, в то-
му окремому випадку, колиℳ є елементом S-матриці, (7.68) переходить у
тотожність Варда (7.64).

Перш ніж продовжити розгляд цієı̈ тотожності, вкажемо на потенціи̮-
ну ваду нашого доведення. Для скорочення доданків у (7.67) ми пересу-
нули змінну інтеґрування на константу. Проте, якщо інтеґрал розбіжнии̮,
такии̮ крок є неприпустимим. Так само у виразах, що дають (7.66), можуть
бути розбіжні інтеґрали по петлях. Хоча тут відсутніи̮ явнии̮ зсув змінноı̈,
на практиці при обчисленні інтеґралів и̮ого справді виконують. У кожному
разі, ультрафіолетові розбіжності потенціи̮но спроможні зруи̮нувати тото-
жність Варда–Такахаші. Приклад цієı̈ проблеми, а також ı̈ı̈ загальне рішен-
ня, ми розглянемо в наступному параґрафі.

Наи̮простішии̮ приклад тотожності Варда–Такахаші є ı̈ı̈ застосування
до триточковоı̈ функціı̈ з одним вхідним і одним вихідним електронами та
одним зовнішнім фотоном:

Тоді

𝑘ஜ ⋅ = 𝑒

Величини у правіи̮ частині є точними електронними пропаґаторами з ім-
пульсами 𝑝 і (𝑝 + 𝑘) відповідно; позначимо ı̈х, як 𝑆(𝑝) і 𝑆(𝑝 + 𝑘). Згідно з
(7.23),

𝑆(𝑝) = 𝑖
/𝑝 − 𝑚− Σ(𝑝).

Повну триточкову амплітуду в лівіи̮ частині можнапереписати, як і в (7.44),
у вигляді добутку точних пропаґаторів вхідного та вихідного електронів і
діаґрамирозсіянняз ампутованимизовнішнімилініями. Унашомувипадку
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ампутована діаґрама є вершиною Γஜ(𝑝 + 𝑘, 𝑝). Тотожність Варда–Такахаші
стверджує, що

𝑆(𝑝 + 𝑘)ൣ − 𝑖𝑒𝑘ஜΓஜ(𝑝 + 𝑘, 𝑝)൧𝑆(𝑝) = 𝑒൫𝑆(𝑝) − 𝑆(𝑝 + 𝑘)൯.

Щоб спростити цеи̮ вираз, помножимо и̮ого зліва та справа на діракові ма-
триці 𝑆ିଵ(𝑝 + 𝑘) і 𝑆ିଵ(𝑝) відповідно. Тоді

−𝑖𝑘ஜΓஜ(𝑝 + 𝑘, 𝑝) = 𝑆ିଵ(𝑝 + 𝑘) − 𝑆ିଵ(𝑝). (7.69)

Часто назвутотожність Варда–Такахаші використовують саме для цього
окремого випадку.

Ми можемо застосувати (7.69) для отримання загального співвідноше-
ння між константами 𝑍ଵ і 𝑍ଶ. Визначимо 𝑍ଵ у (7.47) , як

Γஜ(𝑝 + 𝑘, 𝑝) → 𝑍ିଵଵ γஜ при 𝑘 → 0.

Константу 𝑍ଶ ми визначили, як лишок у полюсі 𝑆(𝑝):

𝑆(𝑝) ∼ 𝑖𝑍ଶ
/𝑝 − 𝑚.

Взявши 𝑝 поблизу масовоı̈ поверхні і розклавши (7.69) в околиці 𝑘 = 0, ма-
ємо для членів першого порядку зліва і справа:

−𝑖𝑍ିଵଵ /𝑘 = −𝑖𝑍ିଵଶ /𝑘,

або
𝑍ଵ = 𝑍ଶ. (7.70)

Такимчином, тотожністьВарда–Такахаші забезпечує точне скороченняне-
скінченних перенормовочних множників у амплітуді електронного розсі-
яння, про що и̮шлося в § 7.2. Розглянувши цеи̮ результат разом з точним
формальним виразом для електронних форм-факторів (7.46), ми виявимо,
що тотожність гарантує рівність 𝐹ଵ(0) = 1 в усіх порядках теоріı̈ збурень.

Досить часто в літературі поняття тотожність Варда, збереження
струму і калібровочна інваріантність вживаються як синоніми. Це цілком
зрозуміло, бо тотожність Варда є діаґрамним представленням тверджен-
ня про збереження електричного струму, яке своєю чергою випливає з ка-
лібровочноı̈ інваріантності. Проте ми и̮ надалі розрізнятимемо ı̈х. Під ка-
лібровочною інваріантністю розумітимемо фундаментальну симетрію ла-
ґранжіана, під збереженням струму—рівняння руху,що випливає з цієı̈ си-
метріı̈ і, нарешті, під тотожністю Варда—діаґрамну тотожність, що на-
кладає вимогу симетріı̈ на квантовомеханічну амплітуду.
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§7.5. Перенормування електричного заряду

На початку Розділу 6 ми розглядали радіаціи̮ні поправки порядку α до роз-
сіяння електрона на важкіи̮ мішені. Ми обчислили (принаи̮мні, у класично-
му наближенні) діаґрами гальмівного випромінювання:

і поправки, викликані віртуальними фотонами:

Наш розгляд перенормування напруженості поля в цьому розділі остато-
чно прояснив роль двох останніх діаґрам. Зокрема, ми побачили, що тото-
жність Варда і рівність 𝑍ଵ = 𝑍ଶ, як один з ı̈ı̈ наслідків, гарантують, що сума
всіх поправок, пов’язаних з віртуальнимфотоном, обертається на нуль при
𝑞 → 0. Залишився ще один тип радіаціи̮них поправок для цього процесу:

Це є діаґрама поляризації вакууму першого порядку за α, яку іноді ще нази-
вають власною енерґією фотона. Ми можемо трактувати ı̈ı̈, як зміну стру-
ктури фотонного пропаґатора за рахунок віртуальноı̈ електрон-позитрон-
ноı̈ пари. Ця діаґрама змінює ефективне поле ஜ(𝑥), яке впливає на розсія-
нии̮ електрон. Потенціи̮но це може змінити загальну напруженість поля,
а також вплинути на и̮ого залежність від 𝑥 (або, в фур’є-просторі, від 𝑞). У
поточному параґрафі ми обчислимо цю діаґраму і переконаємося, що вона
справді призводить до обох згаданих ефектів.

Загальне уявлення про перенормування заряду

Перед початком детальних розрахунків спробуємо зрозуміти, якого типу
результат ми очікуємо отримати і як и̮ого можна інтерпретувати. Частина
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діаґрами, що нас наи̮більше цікавить, це електронна петля:

= (−𝑖𝑒)ଶ(−1)න 𝑑ସ𝑘
(2π)ସ ×

×Trቈγஜ 𝑖
/𝑘 − 𝑚 γ஝ 𝑖

/𝑘 + /𝑞 −𝑚቉ =

≡ 𝑖Πஜ஝
ଶ (𝑞).

(7.71)

(Ферміоннии̮ петльовии̮ множник (−1) було запроваджено в рівнянні
(4.120).) Більш загально, визначимо 𝑖Πஜ஝(𝑞), як суму всіх одночастково не-
привідних вставлень у фотоннии̮ пропаґатор:

≡ 𝑖Πஜ஝(𝑞), (7.72)

а отже, Πஜ஝
ଶ (𝑞) є внеском другого порядку за 𝑒 в Πஜ஝(𝑞). Єдині тензори, що

можуть з’явитися в Πஜ஝(𝑞), це 𝑔ஜ஝ і 𝑞ஜ𝑞஝. Проте, згідно з тотожністю Вар-
да, 𝑞ஜΠஜ஝(𝑞) = 0, тому Πஜ஝(𝑞) є пропорціи̮нии̮ проекторові (𝑔ஜ஝ − 𝑞ஜ𝑞஝/𝑞ଶ).
Також ми очікуємо, що Πஜ஝(𝑞) не має полюсу при 𝑞ଶ = 0, бо и̮ого єдиним
очевиднимджереломміг бути одночастковии̮ безмасовии̮ проміжнии̮ стан,
якии̮ неможевиникнутивжодніи̮ з 1ЧНдіаґрам.44 Тому зручновиокремити
тензорну структуру Πஜ஝ наступним чином:

Πஜ஝ = (𝑞ଶ𝑔ஜ஝ − 𝑞ஜ𝑞஝)Π(𝑞ଶ), (7.73)
де Π(𝑞ଶ) є реґулярним при 𝑞ଶ = 0.

Тоді точна двоточкова фотонна функція є

= + + +⋯ =

= −𝑖𝑔ஜ஝
𝑞ଶ + −𝑖𝑔ஜ஡

𝑞ଶ ቂ𝑖(𝑞ଶ𝑔ஜ஝ − 𝑞ஜ𝑞஝)Π(𝑞ଶ)ቃ−𝑖𝑔
஢஝

𝑞ଶ +⋯ =

= −𝑖𝑔ஜ஝
𝑞ଶ + −𝑖𝑔ஜ஡

𝑞ଶ Δ஡஝ Π(𝑞ଶ) +
−𝑖𝑔ஜ஡
𝑞ଶ Δ஡஢ Δ஢஝ Πଶ(𝑞ଶ) + ⋯ ,

де δ஡஝ ≡ δ஡஝ − 𝑞஡𝑞஝𝑞ଶ. З огляду на те, що Δ஡஢ Δ஢஝ = Δ஡஝ , цеи̮ вираз можна ще
спростити:

= −𝑖𝑔ஜ஝
𝑞ଶ + −𝑖𝑔ஜ஝

𝑞ଶ ቀδ஡஝ −
𝑞஡𝑞஝
𝑞ଶ ቁ൫Π(𝑞ଶ) + Πଶ(𝑞ଶ) + ⋯൯ =

44Можна довести, що такого полюсу насправді не існує, проте доведення цього факту є
вельминетривіальним.Швінґерпоказав,щовдвохпросторово-часових вимірах синґуляр-
ність у ஈమ, пов’язана з парою безмасових ферміонів, є полюсом, а не розрізом; це є знаме-
нитии̮ контрприклад до наших арґументів. У чотирьох вимірах такоı̈ проблеми немає.
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= −𝑖
𝑞ଶൣ1 − Π(𝑞ଶ)൧ቀ

𝑔ஜν −
𝑞ஜ𝑞஝
𝑞ଶ ቁ + −𝑖

𝑞ଶ ቀ
𝑞ஜ𝑞஝
𝑞ଶ ቁ. (7.74)

При обчислені будь-якого елемента S-матриці щонаи̮менше один з кінців
цього пропаґатора приєднано до ферміонноı̈ лініı̈. Якщо ми візьмемо суму
за всіма можливими точками приєднання вздовж ферміонноı̈ лініı̈, то, згі-
дно з тотожністю Варда, знаи̮демо, що члени, пропорціи̮ні 𝑞ஜ або 𝑞஝, зни-
кають. Маючи за мету обчислення елементів S-матриці, можемо скорочено
записати

=
−𝑖𝑔ஜ஝

𝑞ଶൣ1 − Π(𝑞ଶ)൧
. (7.75)

Зазначимо, що допоки Π(𝑞ଶ) є реґулярною при 𝑞ଶ = 0, точнии̮ пропаґатор
завжди має полюс при 𝑞ଶ = 0. Інакше кажучи, фотон залишається безмасо-
вим в усіх порядках теоріı̈ збурень. Справедливість цього твердження дуже
сильно залежить від використання тотожності Варда (7.73). Якщо, напри-
клад, Πஜ஝(𝑞) містить доданок 𝑀ଶ𝑔ஜ஝ (без компенсуючого члена 𝑞ஜ𝑞஝), маса
фотона набуде значення𝑀.

Лишок у полюсі при 𝑞ଶ = 0 є
1

1 − Π(0) ≡ 𝑍ଷ.

Амплітуда будь-якого процесу розсіяння при малих 𝑞ଶ зсунеться відносно
внеску деревовидного наближення на цеи̮ множник:

⟶

або ⋯
𝑒ଶ𝑔ஜ஝
𝑞ଶ ⋯⟶⋯

𝑍ଷ𝑒ଶ𝑔ஜ஝
𝑞ଶ ⋯ .

Оскількинакожномукінціфотонногопропаґаторанаявнии̮множник 𝑒, мо-
жна врахувати цеи̮ зсув шляхом заміни 𝑒 → ඥ𝑍ଷ 𝑒. Така заміна має назву
перенормування заряду, і загалом вона схожа на перенормування маси, про
яке и̮шлося в § 7.1. Відзначимо, що в дослідах спостерігається саме „фізи-
чнии̮“ заряд ඥ𝑍ଷ 𝑒. Тому змінимо позначення і надалі під 𝑒 розумітимемо
саме цю величину, а „голии̮“ заряд, що є коефіцієнтом при𝐴ஜψ̄γஜψ в лаґран-
жіані позначатимемо 𝑒଴. Отже, маємо

(фізичнии̮ заряд) = 𝑒 = ඥ𝑍ଷ 𝑒଴ = ඥ𝑍ଷ ⋅ (голии̮ заряд). (7.76)

У нижчому порядку, 𝑍ଷ = 1, а 𝑒 = 𝑒଴.
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Крім постіи̮ного зсуву величини електричного заряду, Π(𝑞ଶ) призво-
дить до ще одного ефекту. Розглянемо процес розсіяння з ненульовим 𝑞ଶ і
припустимо, щоΠ(𝑞ଶ) обчислено в головному за α порядку:Π(𝑞ଶ) ≈ Πଶ(𝑞ଶ).
Тоді амплітуда цього процесу включатиме величину

−𝑖𝑔ஜ஝
𝑞ଶ ቆ 𝑒ଶ଴

1 − Π(𝑞ଶ)ቇ =
𝒪(஑)

−𝑖𝑔ஜ஝
𝑞ଶ ቆ 𝑒ଶ

1 − ൣΠଶ(𝑞ଶ) − Πଶ(0)൧
ቇ

(заміна 𝑒ଶ на 𝑒ଶ଴ наразі не грає ролі). Величину в дужках можна інтерпре-
тувати, як електричнии̮ заряд, залежнии̮ від 𝑞ଶ. Таким чином, весь ефект
від замінифотонного пропаґатора в деревовидномунаближенні на точнии̮
фотоннии̮ пропаґатор полягає в тому, щоб замінити

α଴ → αeff(𝑞ଶ) =
𝑒ଶ଴/4π

1 − Π(𝑞ଶ) =
𝒪(஑)

α
1 − ൣΠଶ(𝑞ଶ) − Πଶ(0)൧

. (7.77)

(У головному порядку треба додати Π-члени також і до чисельника, проте
в Розділі 12 ми побачимо, що в разі заміни Πଶ на Π вираз у такому вигляді
залишиться справедливим в усіх порядках.)

Обчислення Π𝟐

Доклавши чимало зусиль для інтерпретаціı̈ Πଶ(𝑞ଶ), тепер варто обчислити
и̮ого. Повертаючись до (7.71), маємо

𝑖Πஜ஝
ଶ (𝑞) = −(−𝑖𝑒)ଶන 𝑑ସ𝑘

(2π)ସ Tr ቈγஜ 𝑖(/𝑘 + 𝑚)
𝑘ଶ −𝑚ଶ γ

஝ 𝑖(/𝑘 + /𝑞 +𝑚)
(𝑘 + 𝑞)ଶ −𝑚ଶ ቉ =

= −4𝑒ଶන 𝑑ସ𝑘
(2π)ସ

𝑘ஜ(𝑘 + 𝑞)஝ + 𝑘஝(𝑘 + 𝑞)ஜ − 𝑔ஜ஝൫𝑘 ⋅ (𝑘 + 𝑞) − 𝑚ଶ൯
൫𝑘ଶ −𝑚ଶ൯൫(𝑘 + 𝑞)ଶ −𝑚ଶ൯

.

(7.78)

З міркувань зручності ми написали 𝑒 і 𝑚, замість 𝑒଴ і 𝑚଴, оскільки різниця
між ними дає в Πஜ஝ внесок порядку αଶ.

Тепер знову запровадимо феи̮нманові параметри и̮ об’єднаємо множни-
ки в знаменниках:

1
൫𝑘ଶ −𝑚ଶ൯൫(𝑘 + 𝑞)ଶ −𝑚ଶ൯

=
ଵ

න
଴

𝑑𝑥 1
൫𝑘ଶ + 2𝑥𝑘 ⋅ 𝑞 + 𝑥𝑞ଶ −𝑚ଶ൯ଶ

=

=
ଵ

න
଴

𝑑𝑥 1
൫ℓଶ + 𝑥(1 − 𝑥)𝑞ଶ −𝑚ଶ൯ଶ

,
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де ℓ = 𝑘 + 𝑥𝑞. Чисельник (7.78), записании̮ через ℓ, є

Чисельник = 2ℓஜℓ஝ − 𝑔ஜ஝ℓଶ − 2𝑥(1 − 𝑥)𝑞ஜ𝑞஝ + 𝑔ஜ஝൫𝑚ଶ + 𝑥(1 − 𝑥)𝑞ଶ൯+
+ (лініи̮ні за ℓ члени)

Вдавшись до вікового повороту і здіи̮снивши заміну ℓ଴ = 𝑖ℓ଴ா , одержимо

𝑖Πஜ஝
ଶ (𝑞) = −4𝑖𝑒ଶ

ଵ

න
଴

𝑑𝑥න 𝑑ସℓா
(2π)ସ ×

× −ଵ
ଶ𝑔ஜ஝ℓଶா + 𝑔ஜ஝ℓଶா − 2𝑥(1 − 𝑥)𝑞ஜ𝑞஝ + 𝑔ஜ஝൫𝑚ଶ + 𝑥(1 − 𝑥)𝑞ଶ൯

൫ℓଶா + Δ൯ଶ
,
(7.79)

де Δ = 𝑚ଶ − 𝑥(1 − 𝑥)𝑞ଶ. Цеи̮ інтеґрал має сильну ультрафіолетову розбі-
жність. Якби ми обрізали и̮ого при ℓா = Λ, то мали б провіднии̮ доданок

𝑖Πஜ஝
ଶ (𝑞) ∝ 𝑒ଶΛଶ𝑔ஜ஝

без компенсуючого члена 𝑞ஜ𝑞஝. Цеи̮ результат порушує тотожність Варда, а
фотон набуває нескінченноı̈ маси𝑀 ∝ 𝑒Λ.

Наше доведення тотожності Варда руи̮нується саме таким чином, як ми
и̮ передбачали наприкінці попереднього параґрафу: якщо інтеґрал розбі-
жнии̮, то пересунення змінноı̈ в (7.67) є неприпустимим. Для наших по-
точних розрахунків порушення тотожності Варда взагалі є катастрофі-
чним— воно призводить до нескінченноı̈ маси фотона45 в цілковитіи̮ су-
перечності з експериментом. На щастя, маємо можливість урятувати тото-
жність Варда.

Вище ми реґуляризували розбіжнии̮ інтеґрал наи̮простішим і наı̈вним
способом, обрізаючи и̮ого за великим імпульсом Λ. Є и̮ інші шляхи реґуля-
ризаціı̈, і деякі з них дозволяють зберегти тотожність Варда. При обчислен-
ні поправок до вершини та власноı̈ енерґіı̈ електронами вдалися до реґуля-
ризаціı̈ Паулі–Вілларса. Такии̮ спосіб (Задача 7.2), на відміну від примітив-
ного обрізання, зберігає рівність 𝑍ଵ = 𝑍ଶ, яка є наслідком тотожності Вар-
да. Ми могли б завершити розпочаті обчислення, ввівши ферміони Паулі–
Вілларса. На жаль, для цього потрібно кілька наборів ферміонів, що робить
цеи̮ метод занадто складним.46 Наразі застосуємо простішии̮метод розмір-
45Ми могли б зробити фізичну масу фотона нульовою, додавши до лаґранжіана компенсу-
ючии̮ член з нескінченною масою фотона. Загалом, лаґранжіан можна підправляти, щоб
забезпечити виконання тотожності Варда для будь-якоı̈ ௡-точковоı̈ кореляціи̮ноı̈ функціı̈.
Ця процедура дає ті ж самі результати, як і метод, до якого ми збираємося вдатися, проте
вона набагато складніша.
46Детальніше див. книгу Би̮оркена і Дрелла [9], стор. 154.
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ної реґуляризації, запропоновании̮ ‘т Гоофтом і Вельтманом.47 Розмірна ре-
ґуляризація зберігає тотожність Варда не лише в КЕД, а и̮ уширокому класі
загальніших теоріи̮.

У випадках, коли різні способи реґуляризаціı̈ дають різні результати
для спостережних величин, це відбувається тому, що один з них (або и̮ усі)
порушують якусь симетрію (скажімо, тотожність Варда). Тоді виходять з
умови, що симетрія є фундаментальною, і вимагають ı̈ı̈ збереження при ре-
ґуляризаціı̈. Проте обґрунтованість такого вибору довести неможливо, і ми
прии̮маємо симетрію, як нову аксіому.

Розмірна реґуляризація

Ідея розмірноı̈ реґуляризаціı̈ на загал є дуже проста і полягає в розгляді
феи̮нмановоı̈ діаґрами, як аналітичноı̈ функціı̈ від розмірності простору 𝑑.
Для досить малих 𝑑 будь-якии̮ петльовии̮ інтеґрал збігається, і можна до-
вести тотожність Варда. Остаточні вирази для спостережних величин по-
винні мати добре визначену межу при 𝑑 → 4.

Проведемо пробне обчислення, щоб побачити, як працює ця техніка.
Розглянемо простір-час з однією часовою і (𝑑 − 1) просторовими коорди-
натами. Як і досі, ми можемо вдатися до вікового повороту, щоб отримати
феи̮нманові інтеґрали в 𝑑-вимірному евклідовому просторі. Типовим при-
кладом є

න 𝑑ௗℓா
(2π)ௗ

1
൫ℓଶா + Δ൯ଶ

= න 𝑑Ωௗ

(2π)ௗ ⋅
ஶ

න
଴

𝑑ℓா
ℓௗିଵா

൫ℓଶா + Δ൯ଶ
. (7.80)

Першии̮ множник у (7.80) містить площу одиничноı̈ сфери у 𝑑 вимірах. Для
обчислення скористаємося таким прии̮омом:

൫√π൯ௗ = ൬න𝑑𝑥 𝑒ି௫మ൰
ௗ
= න𝑑ௗ𝑥 exp ቀ −෍

௜ୀଵ

𝑑𝑥ଶ௜ ቁ =

= න𝑑Ωௗ

ஶ

න
଴

𝑑𝑥 𝑥ௗିଵ𝑒ି௫మ =

= ൬න𝑑Ωௗ൰ ⋅ ଵଶ
ஶ

න
଴

𝑑(𝑥ଶ) (𝑥ଶ)೏మିଵ𝑒ି(௫మ) =

= ൬න𝑑Ωௗ൰ ⋅ ଵଶ Γ(
ௗ
ଶ ).

47G. ‘t Hooft and M. J. G. Veltman, Nucl. Phys. B44, 189 (1972).
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Отже, площа одиничноı̈ 𝑑-вимірноı̈ сфери є

න𝑑Ωௗ =
2π೏

మ

Γ(ௗଶ )
. (7.81)

Для добре знаи̮омих окремих випадків ця формула дає:
𝑑 Γ(ௗଶ ) ∫ 𝑑Ωௗ

1 √π 2
2 1 2π
3 √π/2 4π
4 1 2πଶ

Другии̮ множник у (7.80) є
ஶ

න
଴

𝑑ℓ ℓௗିଵ

൫ℓଶ + Δ൯ଶ
= 1
2

ஶ

න
଴

𝑑(ℓଶ) (ℓଶ)೏మିଵ

൫ℓଶ + Δ൯ଶ
=

= 1
2ቀ

1
Δቁ

ଶି೏
మ

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑥ଵି೏
మ (1 − 𝑥)೏మିଵ,

де в другому рядку ми зробили підстановку 𝑥 = Δ/(ℓଶ+Δ). Скориставшись
визначенням бета-функціı̈

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑥஑ିଵ(1 − 𝑥)ஒିଵ = 𝐵(α, β) = Γ(α)Γ(β)
Γ(α + β) , (7.82)

можемо легко обчислити інтеґрал по 𝑥. Остаточнии̮ результат для 𝑑-вимір-
ного інтеґрала:

න 𝑑ௗℓா
(2π)ௗ

1
൫ℓଶா + Δ൯ଶ

= 1
(4π)೏మ

Γ(2 − ௗ
ଶ )

Γ(2) ቀ1Δቁ
ଶି೏

మ .

Оскільки Γ(𝑧) має ізольовані полюси при 𝑧 = 0, −1, −2,… , інтеґрал та-
кож має полюси в точках 𝑑 = 4, 6, 8, … Щоб дослідити и̮ого поведінку по-
близу 𝑑 = 4, введемо ε = 4 − 𝑑 і наближено запишемо48

Γ൫2 − ௗ
ଶ൯ = Γ൫ கଶ൯ =

2
ε − γ + 𝒪(ε), (7.83)

48Це наближення безпосередньо випливає з представлення ґамма-функціı̈, як ряду:

ଵ
୻(௭) ୀ ௭௘ಋ೥

ಮ

ෑ
೙సభ

൬ଵ ା ௭
௡൰ ௘

ష೥/೙.
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де γ ≈ 0, 5772 є константоюЕи̮лера–Маскероні (ця константа в усіх спосте-
режних величинах завжди скорочується). Таким чином, інтеґрал стає

න 𝑑ௗℓா
(2π)ௗ

1
൫ℓଶா + Δ൯ଶ

−−−→
ௗ→ସ

1
(4π)ଶቀ

2
ε − log Δ − γ + log(4π) + 𝒪(ε)ቁ. (7.84)

Коли ми визначили цеи̮ інтеґрал через регулятори Паулі–Вілларса в рів-
нянні (7.18), то знаи̮шли

න 𝑑ௗℓா
(2π)ௗ

1
൫ℓଶா + Δ൯ଶ

−−−→
ஃ→ஶ

1
(4π)ଶቀ log

𝑥Λଶ
Δ + 𝒪(Δିଵ)ቁ.

Отже, полюс1/ε уметоді розмірноı̈ реґуляризаціı̈ відповідає лоґарифмічніи̮
розбіжності в інтеґралі по імпульсах. Відзначимо кури̮ознии̮ факт: до (7.84)
входить лоґарифм Δ, арґумент якого є розмірною величиною. Скорочення
розмірності лоґарифма криється в члені 1/ε і стає явним при скороченні
розбіжностеи̮.

Так само легко можна перевірити загальніші формули:

න 𝑑ௗℓா
(2π)ௗ

1
൫ℓଶா + Δ൯௡

= 1
(4π)೏మ

Γ(𝑛 − ௗ
ଶ )

Γ(𝑛) ቀ1Δቁ
௡ି೏

మ . (7.85)

න 𝑑ௗℓா
(2π)ௗ

ℓଶா
൫ℓଶா + Δ൯௡

= 1
(4π)೏మ

𝑑
2
Γ(𝑛 − ௗ

ଶ − 1)
Γ(𝑛) ቀ1Δቁ

௡ି೏
మିଵ. (7.86)

У 𝑑 вимірах 𝑔ஜ஝ задовольняє умові 𝑔ஜ஝𝑔ஜ஝ = 𝑑. Отже, якщо чисельник підін-
теґрального виразу містить ℓஜℓ஝, ми мусимо замінити

ℓஜℓ஝ → 1
𝑑 ℓ

ଶ 𝑔ஜ஝ (7.87)

за аналоґією з (4.126). У багатомірніи̮ КЕД діраковими матрицями можна
вважати набір 𝑑 матриць, для яких виконуються співвідношення:

{γஜ, γ஝} = 2𝑔ஜ஝, Tr[1] = 4. (7.88)

Приманіпуляціях з виразом (7.78) ці правиладаютьтакии̮ самии̮ результат,
що и̮ у випадку з чотирма вимірами. Проте обчислення інших діаґрам дає
додаткові внески порядку ε. Зокрема, тотожності (5.9) у 𝑑 = 4 − ε вимірах
змінюються на

γஜγ஝γஜ = −(2 − ε)γ஝,
γஜγ஝γ஡γஜ = 4𝑔஝஡ − εγ஝γ஡,

γஜγ஝γ஡γ஢γஜ = −2γ஢γ஡γ஝ + εγ஝γ஡γ஢.
(7.89)
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Додаткові члени можуть дати внесок в остаточне значення феи̮нмановоı̈
діаґрами, якщо вони мають множник εିଵ, що виникає з розбіжного інтеґра-
ла. В однопетльовому наближенні КЕД такі члени з’являються при обчи-
сленні вершинних поправок або діаґрам з власною енерґією електрона, але
при обчисленні спостережних величин вони взаємно скорочуються.

Подальше обчислення Π𝟐

А тепер застосуємо формули розмірноı̈ реґуляризаціı̈ до інтеґрала по ім-
пульсах (7.79). Неприємні члени з ℓଶ у чисельниках дають

න 𝑑ௗℓா
(2π)ௗ

൫ − ଶ
ௗ + 1൯𝑔ஜ஝ℓଶா
൫ℓଶா + Δ൯௡

= −1
(4π)೏మ

൫1 − ௗ
ଶ൯Γ൫1 − ௗ

ଶ൯ ቀ
1
Δቁ

ଵି೏
మ𝑔ஜ஝ =

= 1
(4π)೏మ

Γ൫2 − ௗ
ଶ൯ ቀ

1
Δቁ

ଶି೏
మ ⋅ (−Δ𝑔ஜ஝).

Ми мали б очікувати на полюс при 𝑑 = 2, бо квадратична розбіжність у
чотирьох вимірах стає лоґарифмічною у двох. Проте полюс скорочується.
Тотожність Варда працює.

Обчисливши решту членів у (7.79) і скориставшись Δ = 𝑚ଶ−𝑥(1−𝑥)𝑞ଶ,
отримаємо

𝑖Πஜ஝
ଶ (𝑞) = −4𝑖𝑒ଶ

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 1
(4π)೏మ

Γ(2 − ௗ
ଶ )

Δଶି೏
మ

×

× [𝑔ஜ஝(−𝑚ଶ + 𝑥(1 − 𝑥)𝑞ଶ) + 𝑔ஜ஝(𝑚ଶ + 𝑥(1 − 𝑥)𝑞ଶ) − 2𝑥(1 − 𝑥)𝑞ஜ𝑞஝] =
= (𝑞ଶ𝑔ஜ஝ − 𝑞ஜ𝑞஝) ⋅ 𝑖Πଶ(𝑞ଶ),

де

Πଶ(𝑞ଶ) =
−8𝑒ଶ

(4π)೏మ

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑥(1 − 𝑥) Γ(2 −
ௗ
ଶ )

Δଶି೏
మ

→
ௗ→ସ

→
ௗ→ସ

−2απ

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑥(1 − 𝑥) ቀ2ε − log Δ − γ + log(4π)ቁ

(ε = 4 − 𝑑).

(7.90)

Шляхомрозмірноı̈ реґуляризаціı̈Πஜ஝
ଶ (𝑞) справді набуває вигляду, якии̮ узго-

джується з тотожністюВарда. Апроте, він і далі лоґарифмічнорозбігається.
Тепер можемо обчислити поправку порядку α до електричного заряду:

𝑒ଶ − 𝑒ଶ଴
𝑒ଶ଴

= δ𝑍ଷ =
𝒪(஑)

Πଶ(0) ≈ − 2α
3πε.
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Голии̮ заряднескінченнобільшии̮ відфізичного, але ця різницяне є спосте-
режною. У дослідахможна спостерігати лише залежність (7.77) ефективно-
го електричного заряду від 𝑞ଶ. Вона визначається різницею

ෝΠଶ(𝑞ଶ) ≡ Πଶ(𝑞ଶ) − Πଶ(0) =

= −2απ

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑥(1 − 𝑥) log ቀ 𝑚ଶ

𝑚ଶ − 𝑥(1 − 𝑥)𝑞ଶቁ,
(7.91)

яка в межі ε → 0 не залежить від ε. В останньому пункті поточного параґра-
фу дослідимо фізику, що міститься в цьому виразі.

Інтерпретація Π𝟐

Передовсім розглянемо аналітичну структуру ෝΠଶ(𝑞ଶ). При 𝑞ଶ < 0 (напри-
клад, коли фотоннии̮ пропаґатор присутніи̮ у t- або u-каналах) ෝΠଶ(𝑞ଶ) є яв-
но діи̮сною и̮ аналітичною. Але для процесу в s-каналі 𝑞ଶ буде позитивним.
Лоґарифмічна функція має розріз при від’ємному арґументі , тобто коли

𝑚ଶ − 𝑥(1 − 𝑥)𝑞ଶ < 0.
Добуток (1−𝑥)дорівнюєщонаи̮більше1/4, тому розріз ෝΠଶ(𝑞ଶ)починається
при

𝑞ଶ = 4𝑚ଶ,
на порозі народження реальноı̈ електрон-позитронноı̈ пари. Обчислимо
уявну складову ෝΠଶ при 𝑞ଶ > 4𝑚ଶ. Для будь-якого фіксованого 𝑞ଶ значення
𝑥, що дають внески, лежать між 𝑥 = ଵ

ଶ ± ଵ
ଶβ, де β = ඥ1 − 4𝑚ଶ/𝑞ଶ. А оскільки

Im ൣ log(−𝑋 ± 𝑖ε)൧ = ±π, то ми маємо

Im ൣෝΠଶ(𝑞ଶ ± 𝑖ε)൧ = −2απ (±π)

భ
మି

భ
మஒ

න
భ
మା

భ
మஒ

𝑑𝑥 𝑥(1 − 𝑥) =

= ∓2α

భ
మஒ

න
ି భ
మஒ

𝑑𝑦 ൫ଵସ − 𝑦ଶ൯ = ൫𝑦 ≡ 𝑥 − ଵ
ଶ൯

= ∓α3 ඨ1 −
4𝑚ଶ

𝑞ଶ ቆ1 + 2𝑚ଶ

𝑞ଶ ቇ.

(7.92)

Залежність від 𝑞ଶ достоту така сама, як і у виразі для утворення ферміон-
антиферміонноı̈ пари (5.13). Це ми и̮ мали очікувати, виходячи зі співвід-
ношення унітарності, показаного на Рис. 7.6(b); розрізана навпіл діаґрама
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для розсіяння Баба́ вперед дає повнии̮ переріз процесу eାeି → ff̄. Параметр
β точно збігається зі швидкістю ферміонів у системі ЦМ.

Далі з’ясуємо, як величина ෝΠଶ(𝑞ଶ) модифікує електромаґнітну взаємо-
дію за виразом (7.77). У нерелятивістському наближенні є сенс обчислити
ефективнии̮ потенціал 𝑉(𝑟). Для взаємодіı̈ між різними зарядами, за анало-
ґією з (4.126) , маємо

𝑉(𝐱) = න 𝑑ଷ𝐪
(2π)ଷ 𝑒

௜𝐪⋅𝐱 −𝑒ଶ
|𝐪|ଶൣ − ෝΠଶ(−|𝐪|ଶ)൧

. (7.93)

Розклавши ෝΠଶ при |𝑞ଶ| ≪ 𝑚ଶ, одержимо

𝑉(𝐱) = −α𝑟 −
4αଶ
15𝑚ଶ δ

(ଷ)(𝐱). (7.94)

Поправка свідчить, що електромаґнітна сила значно зростає на малих від-
станях. Цеи̮ ефект можна виміряти в атомі водню, де енерґетичні рівні зсу-
ваються на величину

Δ𝐸 = න𝑑ଷ𝐱 |ψ(𝐱)|ଶ ⋅ ቀ − 4αଶ
15𝑚ଶ δ

(ଷ)(𝐱)ቁ = − 4αଶ
15𝑚ଶ |ψ(0)|

ଶ.

Хвильова функція ψ(𝐱) на початку координат відмінна від нуля лише для
𝑠-хвильових станів. Для 2𝑆 стану цеи̮ зсув є

Δ𝐸 = − 4αଶ
15𝑚ଶ ⋅

αଷ
8π = −α

ହ𝑚
30π = −1, 123 × 10ି଻ еВ.

Це є одна зі складових (незначна) лембового зсуву (див. Таблицю 6.1).
Дельта-функція в (7.94) є лише наближенням; для знаходження точноı̈

поправки, перепишемо вираз (7.93), як

𝑉(𝐱) = 𝑖𝑒ଶ
(2π)ଶ𝑟

ஶ

න
ିஶ

𝑑𝑄 𝑄 𝑒௜ொ௥
𝑄ଶ + µଶ ൣ1 +

ෝΠଶ(−𝑄ଶ)൧ (𝑄 ≡ |𝐪|),

дедляреґуляризаціı̈ кулоновогопотенціалумивставилимасуфотонаµ. За-
мкнемо контур інтеґрування згори (Рис. 7.7). Основнии̮ внесок дає полюс
при 𝑄 = 𝑖µ, що призводить до кулонового потенціалу −α/𝑟. Також є дода-
тковии̮ внесок від розрізу, що починається при 𝑄 = 2𝑚𝑖. Діи̮сна складова
підінтеґрального виразу по обидві сторони розрізу є однаковою, тож він
дає внесок лише в уявну складову ෝΠଶ. Визначивши 𝑞 = −𝑖𝑄, знаходимо, що
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Рис. 7.7. Контур для обчислення ефективноı̈ сили електромаґнітноı̈ взає-
модіı̈ в нерелятивістському наближенні. Полюс при ொ ୀ ௜ஜ відповідає ку-
лоновому потенціалу, а розріз— поправці порядку ஑, викликаніи̮ поляри-
зацією вакууму.

Рис. 7.8. Віртуальні eାeି-пари ефективно є диполями завдовжки ∼ ଵ
௠ , що

екранують голии̮ заряд електрона.

внесок від розрізу

δ𝑉(𝑟) = 𝑖𝑒ଶ
(2π)ଶ𝑟

ஶ

න
ଶ௠

𝑑𝑞 𝑒
ି௤௥

𝑞 Im ൣෝΠଶ(𝑞ଶ − 𝑖ε)൧ =

= −α𝑟
2
π

ஶ

න
ଶ௠

𝑑𝑞 𝑒
ି௤௥

𝑞
α
3 ඨ1 −

4𝑚ଶ

𝑞ଶ ቆ1 + 2𝑚ଶ

𝑞ଶ ቇ.

При 𝑟 ≫ 1/𝑚, інтеґралвизначаєтьсяділянкою, де𝑞 ≈ 2𝑚. Апроксимувавши
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на ніи̮ підінтеґральнии̮ вираз і зробивши підстановку t = 𝑞 − 2𝑚, маємо

δ𝑉(𝑟) = −α𝑟 ⋅
2
π

ஶ

න
଴

𝑑t 𝑒
ି(tାଶ௠)௥

2𝑚
α
3
ඨ t

𝑚 ቀ32ቁ + 𝒪(t) ≈

≈ −α𝑟 ⋅
α

4√π
𝑒ିଶ௠௥

(𝑚𝑟)ଷ/ଶ
,

отже,
𝑉(𝑟) = −α𝑟 ቀ1 +

α
4√π

𝑒ିଶ௠௥

(𝑚𝑟)ଷ/ଶ
+⋯ቁ. (7.95)

Таким чином, ділянка, де поправка є великою, визначається комптоновоı̈
довжиною хвилі електрона 1/𝑚. Оскільки на ціи̮ ділянці хвильові функціı̈
атома воднюможна вважати постіи̮ними, дельта-функція в (7.94) є гарним
наближенням. Радіаціи̮на поправка до законуКулона𝑉(𝑟)маєназву потен-
ціалу Юлінґа.

Рис. 7.9. Диференціи̮нии̮ переріз розсіяння Баба́ eାeି → eାeି при ாцм ୀ
ଶଽ ҐеВ, одержании̮ колаборацією HRS, M. Derrick, et. al., Phys. Rev. D34, 3286
(1986). Верхня крива відповідає врахуванню поправки порядку ஑ଶ, про яку
и̮шлося в Задачі 5.2 і малоı̈ поправки ( ଶ%), пов’язаноюзі слабкоювзаємоді-
єю. Нижня крива враховує всі радіаціи̮ні поправки КЕД порядку஑ଷ за виня-
тком поляризаціı̈ вакууму. Відзначимо, що ці поправки залежать від умов
експерименту (див.Розділ 6). Середня крива враховує поляризацію вакуу-
му і решту внесків, що за наявноı̈ енерґіı̈ збільшує значення ஑ଶ маи̮же на
ଵ଴%.
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Миможемо інтерпретувати цю поправку, як наслідок екранування. При
𝑟 ≳ ଵ

௠ віртуальні eାeି-пари перетворюють вакуум на діелектричне середо-
вище, у якому видимии̮ заряд є меншим, ніж справжніи̮ (Рис. 7.8). На мен-
ших відстанях ми починаємо проникати крізь поляризаціи̮ну хмару і відчу-
ваємо вже голии̮ заряд. Це явище відоме як поляризація вакууму.

Рис. 7.10. Якісна поведінка ефективноı̈ константи електромаґнітного
зв’язку з урахуванням однопетльовоı̈ вакуумноı̈ поляризаціı̈, як функція
відстані. Горизонтальна шкала перекриває багато порядків величини.

Тепер розглянемо протилежну межу— коли відстані дуже малі або
−𝑞ଶ ≫ 𝑚ଶ. Рівняння (7.91) набуває вигляду

ෝΠଶ(𝑞ଶ) ≈
2α
π

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 𝑥(1 − 𝑥)ቂ log ቀ−𝑞
ଶ

𝑚ଶ ቁ + log ൫𝑥(1 − 𝑥)൯ + 𝒪ቀ𝑚
ଶ

𝑞ଶ ቁቃ =

= α
3πቂ log ቀ

−𝑞ଶ
𝑚ଶ ቁ −

5
3 + 𝒪ቀ𝑚

ଶ

𝑞ଶ ቁቃ.

Ефективна константа взаємодіı̈ в цьому наближенні є

αeff(𝑞ଶ) =
α

1 − α
3π log ቀ

−𝑞ଶ
𝐴𝑚ଶቁ

, (7.96)

де 𝐴 = exp(5/3). Отже, на малих відстанях ефективнии̮ електричнии̮ заряд
стає значнобільшим, колимипроникаємокрізь екрануючу хмарувіртуаль-
них електрон-позитронних пар.

Комбіновании̮ ефект поляризаціı̈ вакууму електронами і більш важки-
ми лептонами та кварками призводять до збільшення αeff(𝑞ଶ) приблизно
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на 5% у діапазоні від 𝑞 = 0 до 𝑞 = 30 ҐеВ, і це спостерігається в експеримен-
тах при високих енерґіях. На Рис. 7.9 показано переріз розсіяння Баба́ при
𝐸цм = 29 ҐеВ і проведено порівняння з теоретичними результатамиКЕД як
з урахуванням діаґрами поляризаціı̈ вакууму, так і без неı̈.

Ми можемо записати αeff, як функцію відстані 𝑟, припустивши, що 𝑞 = ଵ
௥ .

Поведінка αeff(𝑟) для всіх 𝑟 показана на Рис. 7.10. Ідея залежноı̈ від відста-
ні („масштабно-залежноı̈“ або „біжучоı̈“) константи зв’язку буде важливою
темою розгляду в наступних двох томах цієı̈ книги.

Задачі

7.1. У § 7.3 ми вдалися до непрямого методу при аналізі однопетльовоı̈ s-
канальноı̈ діаґрами для бозон-бозонного розсіяння в теоріı̈ ϕସ. Перевірте
цеи̮ метод, використавши феи̮нманові параметри, і обчисліть внески всіх
трьох однопетльових діаґрам. Переконаи̮теся, що для цього випадку вико-
нується оптична теорема.

7.2. Альтернативні способиреґуляризації вКЕД.У§ 7.5мибачили, як по-
рушується тотожність Варда через невдало обрании̮ спосіб реґуляризаціı̈.
Перевірте справедливість рівності𝑍ଵ = 𝑍ଶ у першому порядку за α для вка-
заних далі реґуляризаціи̮. Ми вжепереконалися,щоце співвідношення збе-
рігається для методу Паулі–Вілларса.

(a) Обчисліть знову δ𝑍ଵ і δ𝑍ଶ, встановивши в інтеґралах (6.49) та (6.50)
верхню межу Λ при інтеґруванні по ℓா . Покажіть, що тоді δ𝑍ଵ ≠ δ𝑍ଶ.

(b) Обчисліть ще раз δ𝑍ଵ і δ𝑍ଶ, визначивши інтеґрали (6.49) та (6.50) шля-
хом розмірноı̈ реґуляризаціı̈. Можете скористатися звичаи̮ними діра-
ковими 4 × 4 матрицями, але врахуи̮те, що в 𝑑 вимірах

𝑔ஜ஝γஜγ஝ = 𝑑

Покажіть, що в цьому разі δ𝑍ଵ = δ𝑍ଶ.

7.3. Розгляньте теоріı̈ елементарних ферміонів, що перебувають у взаємо-
діı̈ з калібровочним полем КЕД і юкавським полем ϕ:

𝐻int = න𝑑ଷ𝐱 λ
√2

ϕψ̄ψ + න𝑑ଷ𝐱 𝑒𝐴ஜ ψ̄γஜψ.
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(a) Переконаи̮теся, що внесок у 𝑍ଵ від вершинноı̈ діаґрами з віртуальним
ϕ дорівнює внескові в 𝑍ଶ від діаґрами з віртуальним ϕ. Використаи̮-
те розмірну реґуляризацію. Чи виконується тотожність Варда в такіи̮
теоріı̈?

(b) Далі розгляньте перенормування вершини ϕψ̄ψ. Покажіть, що зміна
масштабу цієı̈ вершини при 𝑞ଶ = 0 не скорочується з поправкою до 𝑍ଶ.
(Для цього досить підрахувати ультрафіолетово розбіжну частину ді-
аґрами.) У ціи̮ теоріı̈ константи перенормування для вершини і напру-
женості поля дають додаткові зсуви спостережноı̈ константи зв’язку
порівняно з ı̈ı̈ голим значенням.



Прикінцевии̮ проект
Випромінювання глюонних струменів

Хоча в останніх двох розділах ми и̮ розглядали різні радіаціи̮ні поправ-
ки, протежодного разу не провелиповного обчислення перерізу з цимипо-
правками.Причина, звісно, полягає в тому,щотакі розрахунки здебільшого
дуже громіздкі. А проте, не можна претендувати на розуміння радіаціи̮них
поправок після обчислення лише окремих ı̈хніх ефектів, які ми розглядали
досі. Цеи̮ „прикінцевии̮ проект“ покликании̮ виправити ситуацію. Він при-
свячении̮ обчисленню перерізу з радіаціи̮ними поправками одного з наи̮-
простіших, але вкраи̮ важливого процесу. Перед розглядом цього проекту
ви маєте вивчити Розділ 6, але не зобов’язані знаи̮омитися з матеріалом
Розділу 7.

Сильно взаємодіючі частки—піони, каони та протони— утворюються
в процесі eାeି-анігіляціı̈, коли віртуальнии̮ фотон народжує пару кварків.
Якщо іґнорувати ефекти сильноı̈ взаємодіı̈, то зовсім неважко обчислити
повнии̮ переріз такого процесу. У нашому прикінцевому проекті ми про-
аналізуємо перші поправки до перерізу, пов’язані з сильною взаємодією.

Певна річ, ми не вдаватимемося в тонкощі квантовоı̈ хромодинаміки,
а скористаємося простою емпіричною моделлю, запровадивши безмасову
векторну частку, глюон, що взаємодіє з кварками таким чином:

Δ𝐻 = න𝑑ଷ𝐱𝑔 ψ̄f೔γஜψf೔𝐵ஜ.

Тут f позначає тип („аромат“) кварка (u, d, s, c, і т. д.), а індекс 𝑖 = 1, 2, 3—
и̮ого колір. Константа сильного зв’язку 𝑔 не залежить від кольору та аро-
мату, а от електромаґнітна взаємодія між кварками перебуває в залежності
від аромату, бо кварки u і c мають електричнии̮ заряд 𝑄f = +ଶ/ଷ, а кварки
d і s—заряд 𝑄f = −ଵ/ଷ. За аналоґією з α, визначимо

α௚ =
𝑔
4π.

Нижче ми обчислимо пропорціи̮ні α௚ радіаціи̮ні поправки до народження
кварковоı̈ пари.

Така модель сильноı̈ взаємодіı̈ не цілком узгоджується з загально-
прии̮нятою наразі теорією—квантовою хромодинамікою. Проте всі ре-
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зультати, що ı̈х ми одержимо, справедливі и̮ для КХД, якщо замінити

α௚ → ସ
ଷ α௦.

Ми перевіримо це твердження в Розділі 17 (Том III).
Надалі ми можемо іґнорувати маси кварків. Також можемо знехтувати

масами електрона та позитрона и̮ робити усереднення за ı̈хніми поляри-
заціями. Щоб контролювати інфрачервоні розбіжності, необхідно надати
глюонові малу масу µ, яку можна зробити нульовою лише наприкінці обчи-
слень. Та оскільки в нашому розгляді усе ж фігуруватиме масивнии̮ бозон,
суму за и̮ого станами поляризаціı̈ (як ми вже обговорювали в Задачі 5.5)
слід брати шляхом підстановки

෍εஜε஝∗ → −𝑔ஜ஝,

з чого випливає, що ми можемо скористатися пропаґатором

𝐵ஜ 𝐵஝ =
−𝑖𝑔ஜ஝

𝑘ଶ − µଶ + 𝑖ε.

(a) Згадаи̮те з § 5.1, що в нижчому порядку за α і при нехтуванні впливом
глюонів повнии̮ переріз народження кварковоı̈ пари аромату f є49

σ൫eାeି → q̄q൯ → 4παଶ
3s ⋅ 3𝑄ଶ

f .

Обчисліть внесок у eାeି → q̄q від діаґрами з одним віртуальним
глюоном. Приведіть цеи̮ вираз до інтеґрала по феи̮нманових параме-
трах і перенормуи̮те и̮ого шляхом віднімання відповідного члена при
𝑞ଶ = 0, дотримуючись процедури, аналоґічноı̈ (6.55). Зверніть увагу,
що остаточнии̮ вираз можна інтерпретувати, як поправку до кварко-
вого форм-фактора𝐹ଵ(𝑞ଶ). Доведіть, що для безмасових кварків у всіх
порядках за α௚ повнии̮ переріз народження кварковоı̈ пари за відсу-
тності глюона є

σ൫eାeି → q̄q൯ = 4παଶ
3s ⋅ 3ห𝐹ଵ(𝑞ଶ = s)หଶ

з 𝐹ଵ(𝑞ଶ = 0) = 𝑄f.
49Тут s позначає не кварковии̮ аромат, а мандельштамову змінну. Втім, сплутати ı̈х немо-
жливо, оскільки аромат не є числовою величиною. (Прим. перекл.)
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(b) Перед обчисленням інтеґрала з пункту (а) зробіть відступ і розглянь-
те процес eାeି → q̄qg утворення кварковоı̈ пари з випромінюванням
додаткового глюона g. Спершу з’ясуи̮те и̮ого кінематику. Нехаи̮ 𝑞 є
повним 4-імпульсом реакціı̈, 𝑘ଵ і 𝑘ଶ —4-імпульсами кінцевих кварка
и̮ антикварка, а 𝑘ଷ —4-імпульсом глюона. Визначимо

𝑥௜ =
2𝑘௜ ⋅ 𝑞
𝑞ଶ , 𝑖 = 1, 2, 3;

це є відношенням енерґіı̈ частки 𝑖 в системі центру мас до максималь-
но можливоı̈ енерґіı̈. Тепер покажіть, що: (i) ∑𝑥௜ = 2; (ii) решта ло-
ренцових скалярів, що містять лише імпульси кінцевого стану, можна
виразити через 𝑥௜ та маси часток; і (iii) повнии̮ інтеґрал по тричастко-
вому фазовому простору можна записати як

න𝑑Πଷ =ෑ
௜

න 𝑑ଷ𝐤
(2π)ଷ

1
2𝐸௜

(2π)ସδ(ସ)(𝑞 − ∑
௜
𝑘௜) =

𝑞ଶ
128πଷ න𝑑𝑥ଵ 𝑑𝑥ଶ.

Знаи̮діть межі інтеґрування по 𝑥ଵ і 𝑥ଶ, якщо кварк та антикварк є без-
масовими, а глюон має масу µ.

(c) Зобразіть феи̮нманові діаґрами для процесу eାeି → q̄qg у провідно-
му порядку за α та α௚ и̮ обчисліть диференціи̮нии̮ переріз. Ви може-
те позбутися інформаціı̈ про кореляцію між кутом початкового пучка
та напрямком імпульсів кінцевих часток наступним чином. Звичаи̮-
нии̮ прии̮ом зі слідами для обчислення квадрату матричного елемен-
та дає в нашому випадку результат вигляду

න𝑑Πଷ
1
4෍|ℳ|ଶ = 𝐿ஜ஝න𝑑Πଷ𝐻ஜ஝,

де 𝐿ஜ஝ представляє електроннии̮ слід, а𝐻ஜ஝ —кварковии̮. Якщо проін-
теґруєте по всіх параметрах кінцевого стану за винятком 𝑥ଵ та 𝑥ଶ, які
є скалярами, то єдиним 4-вектором, що характеризуватиме кінцевии̮
стан, залишиться 𝑞ஜ. З іншого боку,𝐻ஜ஝ задовольняє

𝑞ஜ𝐻ஜ஝ = 𝐻ஜ஝𝑞஝ = 0.
Чому це справедливо? (Існує арґументація, що ґрунтується на заса-
дничих принципах, проте вам буде корисно перевірити цю рівність
безпосередньо, шляхом прямих викладок.) Оскільки після інтеґрува-
ння по векторах кінцевого стану ∫𝐻ஜ஝ залежить винятково від 𝑞ஜ та
скалярів, він може мати лише такии̮ вигляд

න𝑑Πଷ𝐻ஜ஝ = ቀ𝑔ஜ஝ − 𝑞ஜ𝑞஝
𝑞ଶ ቁ ⋅ 𝐻,
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де 𝐻 є скаляр. З урахуванням цього, покажіть, що

𝐿ஜ஝න𝑑Πଷ𝐻ஜ஝ = 1
3൫𝑔

ஜ஝𝐿ஜ஝൯ ⋅ න𝑑Πଷ ൫𝑔஡஢𝐻஡஢൯.

Скориставшисьцимприи̮омом, отримаи̮те вираздлядиференціи̮ного
перерізу

𝑑σ
𝑑𝑥ଵ𝑑𝑥ଶ

൫eାeି → q̄q൯ = 4παଶ
3s ⋅ 3𝑄ଶ

f ⋅
α௚
2π

𝑥ଶଵ + 𝑥ଶଶ
(1 − 𝑥ଵ)(1 − 𝑥ଶ)

у межі µ → 0. Коли припустити, що кожна частка в кінцевому стані
фізично реалізується як струмінь сильно взаємодіючих часток, то ця
формула дає и̮мовірність появи трьох таких струменів у процесі eାeି-
анігіляціı̈. Форма розподілу в 𝑥௜ є абсолютним передбаченням, і во-
на збігається з експериментальними даними, що дозволяє виміряти
константу зв’язку для сильноı̈ взаємодіı̈.

(d) Тепер зробіть заміну µ ≠ 0 у формулі для диференціи̮ного перерізу
з пункту (c) и̮ уважно проінтеґруи̮те ı̈ı̈ в межах, знаи̮дених у пункті
(b). Можете вважати, що µଶ ≪ 𝑞ଶ. У цьому наближенні знаи̮діть ін-
фрачервоно розбіжні члени порядків log(𝑞ଶ/µଶ) і logଶ(𝑞ଶ/µଶ), кінцеві
члени порядку 1, а також члени, що в явному вигляді містять степені
від (µଶ/𝑞ଶ). Останні можете відкинути, бо вони обертаються на нуль
при µ → 0. Наразі нас цікавлять лише члени з інфрачервоними розбі-
жностями.

(e) Проаналізуи̮те інтеґрал з феи̮нмановими параметрами, одержании̮ в
(a), знову працюючивнаближенніµଶ ≪ 𝑞ଶ. Зауважте,що вмежах інте-
ґрування присутні синґулярності. Іǆх можна проконтролювати, обчи-
слюючи інтеґрал для простороподібного 𝑞, а потім аналітично про-
довживши на фізичні значення імпульсу. Для цього зробіть підста-
новку𝑄ଶ = −𝑞ଶ і обчисліть інтеґрал для𝑄ଶ > 0, відтак акуратно здіи̮-
сніть аналітичне продовження на 𝑄ଶ = −𝑞ଶ − 𝑖ε. Об’єднаи̮те цеи̮ ре-
зультат з результатом пункту (d), щоб отримати повнии̮ переріз для
процесу

eାeି → (сильно взаємодіючі частки)
впорядкуα௚. Покажіть,щовсі інфрачервоні лоґарифмивціи̮ величині
скорочуються, тож у межі µ → 0 вона добре визначена.

(f) І, нарешті, зберітьразомусі членипорядку1в інтеґруваннях зпунктів
(d) і (e). Для ı̈х точного обчислення буде корисною формула

ଵ

න
଴

𝑑𝑥 log(1 − 𝑥)
𝑥 = −π

ଶ

6 .
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(Іǆı̈ неважко довести.) Покажіть, що повнии̮ переріз для цього порядку
α௚ є

σ൫eାeି → q̄q або q̄qg൯ = 4παଶ
3s ⋅ 3𝑄ଶ

f ⋅ ቀ1 +
3α௚
4π ቁ.

Ця формула дає другии̮ спосіб вимірювання константи зв’язку для
сильноı̈ взаємодіı̈. Експериментальні результати (з урахуванням по-
хибок) цілком узгоджуються з результатами, одержаними за методом
пункту (c).



Додаток
Фізичні константи і перевідні множники

Точно відомі фізичні константи:

𝑐 = 2, 998 × 10ଵ଴ см/с
~ = 6, 582 × 10ିଶଶ МеВ ⋅ с
𝑒 = −1, 602 × 10ିଵଽ Кл

α = 𝑒ଶ
4π~𝑐 =

1
137, 04 = 0, 00730

𝐺ி
(~𝑐)ଷ = 1, 166 × 10ିହ ҐеВିଶ.

Маси часток (помножені на 𝑐ଶ):

e ∶ 0.5110МеВ p ∶ 938, 3МеВ 𝑊± ∶ 80, 2 ҐеВ
µ ∶ 105.6МеВ n ∶ 939, 6МеВ 𝑍଴ ∶ 91, 19 ҐеВ
τ ∶ 1777МеВ π± ∶ 139, 6МеВ π଴ ∶ 135, 0МеВ

Корисні комбінаціı̈:

Радіус Бора: 𝑎଴ =
~

α𝑚e𝑐
= 5, 292 × 10ିଽ см

Комптонова довжина хвилі електрона: λ– = ~
𝑚e𝑐

= 3, 862 × 10ିଵଵ см

Класичнии̮ радіус електрона: 𝑟e =
α~
𝑚e𝑐

= 2, 818 × 10ିଵଷ см

Томпсонів переріз розсіяння: σ் =
8π𝑒ଶe
3 = 0, 6652 барн

Переріз розсіяння при анігіляціı̈: 1𝑅 = 4παଶ
3𝐸ଶ

цм
= 86, 8 нбарн
(𝐸цм у ҐеВ)ଶ

Перевідні множники:

(1 ҐеВ)/𝑐ଶ = 1, 783 × 10ିଶସ г
(1 ҐеВ)ିଵ(~𝑐) = 0, 1973 × 10ିଵଷ см = 0, 1973 фм
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(1 ҐеВ)ିଶ(~𝑐)ଶ = 0, 3894 × 10ିଶ଻ смଶ = 0, 3894 мбарн
1 барн = 10ିଶସ смଶ

(1 в/м)(𝑒~𝑐) = 1, 973 × 10ିଶହ ҐеВଶ

(1 тл)(𝑒~𝑐ଶ) = 5, 916 × 10ିଵ଻ ҐеВଶ
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